1 Intégrales curvilignes

But : Soit C' une courbe dans RY. On veut définir et calculer l'intégrale
d’une fonction f sur C. Il y a deux cas importants,

(i) une fonction f: C C RY - R

(i) un champ vectoriel f : C C RY — RY.

Motivation: (i) Un fil métallique a la forme de C. Sa densité de masse par
unité de longueur est donnée par la fonction f : C C RY — R. Calculer la
masse totale du fil.

(iii) Le champ vectoriel f : RY — RY est tel que f(x) est la force agissant
sur une particule qui se trouve au point x. Calculer le travail fait en déplacant
la particule de A a B sur la courbe C

1.1 Courbes dans RV

La notion intuitive de courbe doit étre précisée et on doit avoir une termi-
nologie qui permet de distinguer toute sorte de cas différents. On commence
par introduire une notion de base appelée “arc régulier”, ensuite d’autres cas
seront abordés.

Définition 1.1 Un sous-ensemble C' de RN est appelé arc régulier lorsqu’il
existe une fonction o : J — C' ayant les propriétés suivantes.

(i) J est un intervalle ouvert

(ii) o : J — C est un homéomorphisme

(iii) o € CHJ,RYN) et o/ (t) # 0 pour tout t € J.
Une telle fonction « est appelée représentation paramétrique réguliére

de C.

Interprétation On peut considérer que «(t) est la position d’une particule
a l'instant ¢ € J. Alors C' est le chemin parcouru (ou la trajectoire) de la
particule. Comme « est injective, la particule ne passe jamais deux fois par
le méme point pendant I'intervalle J. Sa vitesse o’ est continue et ne s’annule
jamais. Pour t,s € J avec t # s, la droite unique passant par «a(t) et «a(s)
est

a(t)+ev{a(s)—a(t)} = {a(t)+Aa(s)—a(t)] : A € R} = a(s)+ev{a(t)—al(s)}.



La direction de cette droite est déterminée par les vecteurs unitaires +{a(s)—
a(t)}/ ||la(s) — a(t)]|. Notant que

a(s) —alt) | ()
I Tas) —a®] ~ @]

car o/(t) # 0, la droite passant par le point «(t) dans la direction de i%
est

a(t) +ev{d (t)} = {a(t) + \d/(t) : X € R}
et elle est appelée droite tangente a C' au point «(t).

Définition 1.2 Soient C' un arc régulier dans RY et f : C — R une fonction
continue sur C. L’intégrale curviligne de f sur C est

/f%—/f Dl @] dt

ou o : J — C est une représentation paramétrique réguliere de C.

Remarques (1) Posant g(t) = f(a(t)) ||/(¢)||, on voit que la fonction g :
J — R est continue sur 'intervalle ouvert J. Ainsi, g est intégrable sur tout
intervalle compact [a,b] C J. Or, J n’est pas forcément borné et la fonction
g n’est pas forcément bornée sur J. Donc,

/ £)dt) /f Dl dt

peut étre une intégrale généralisée. L’intégrale curviligne fc f ds existe
lorsque cette intégrale généralisée converge.

(2) Cette définition ne dépend pas du choix de représentation paramétrique
de C.

(3) Posant f = 1 sur C, on retrouve la longueur de C,

rmzﬁmmuw

Justification de la définition: Fixons a,b € J avec a < b. Commencons
par calculer la longueur de la partie D de I'arc C' qui se trouve entre les



points p = a(a) et ¢ = «a(b). Soit P = {t; : i = 0,1,...,n} une partition de
I'intervalle [a, b] avec

d(P) =max{t;s; —t;:1=0,...,n—1}.

Posons D; = « ([t;, ti+1]) pour i =0,1,..n — 1. Alors,
D=UZ Diet [D|=>|Dy.
i=0

Remplacons D; par le segement de droite A; = [«a(t;), a(t;11)] entre ses
extrémités a(t;) et a(t;y;) et posons Ap = U'J A;. La longueur de Ap est

S0 1A et JAi] = |laltivi) — a(t)]]. Or,

a(ti+1) — Oé(tz) = /t o Oé/(t)dt = /t " O/(tz)dt + N - {O/(t) — a’(tz)}dt

Q) (e — ) + / ) — o)yt

t;

et donc

/tv Hl{o/(t) _ a/(ti)}dtH — ”a(ti—i-l) — a(ti) — O/(ti)(ti-i-l - tz)”

> lla(tivg) — alt)]l — o/ () (tia — ta)]l|
= Al = &/ ()| (tigr — )] -

D’ou

n—1
[Ap| = Sl () (tia — )
i=0

< AL~ Bl i — 1)

n—1

Z :
< Z / ) - () .

La continuité de o’ sur [a, b] est uniforme et donc, pour tout € > 0, il existe
0 > 0 tel que

tit1

IN

(@) - oyt

|/ (t) — &/ (s)|| < e lorsque t,s € [a,b] et |t —s| < 4.
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Si d(P) < 4, ceci implique que

n—1
[Ap[ =D llo/ ()] (tis1 — 1)
=0

gZ/ lo/(t) — o( Hdt<2/l+1t
— ba)

montrant que
[Ap| =Yl ()] (tix1 — t:) — 0 lorsque d(P) — 0.

Mais Uexpression Y7~ ||o/(;)|| (tis1 — ;) est une somme de Riemann pour
f ||/ (t)|| dt et donc

n—1
S 10l i 1) — [ (0]t orsaue d(P) 0
=0

Ainsi,
b
|Ap|e/ o/ (8)] dt lorsque d(P) — 0

ce qui nous permet de considérer que f: ||/ (t)] dt est la longueur de la partie
D de C. En laissant a — inf J et b — sup J, on obtient la longueur de C.

Considérons maintenant l'intégrale de f sur D. Ceci devrait étre la limite
lorsque d(P) — 0 de

n—1

> f(pi) |Di| ot p; € Di.

1=0

fE)ID] = flow) [ IOl di ot 7 € [ i)

= [ s IOl [ (o) - S o) i
et
[ e - s et < ma 176) - 1) / ool at
= max () ~ (@)| D,



Ainsi,

prz |D|—/f )l ()] e
- prz |D!—Z/ Fla(®) o' (0] di
- Z / {F(a(m) — Fla(®)} o)) e

n—1
<
< 3 mas )~ S0 D4
< max max |f(p) |Z|D|

0<i<n—1p,qeD;

= max max |f(p) - ()||D|~

0<i<n—1p,qeD;

Par la continuité uniforme de f sur D,

max = max |f(p) — f(q)| — 0 lorsque d(P) — 0,

0<i<n—1
et donc B
S ) |D\—>/f ) llo!(6)]] dt
=0

justifiant I'interprétation de fa fla(t)) ||/ (t)|| dt en tant que U'intégrale de f
sur la partie D de J. Si

i [ eyl @laer [ st ool

existent et sont finies alors f est intégrable sur tout I'arc C.

1.2 Changement de représentation paramétrique

Soient « : J — C et f : K — (C deux représentations paramétriques
régulieres d’un arc régulier. Alors la fonction composée ot o8 : K — J est
un homéomorphisme. C’est donc une fonction monotone qui correspond au
changement de parametre utilisé pour décrire I’arc C. Plus précisément, on
a le résultat suivant.



Théoréme 1.3 Soient C un arc régulier dans RY et o : J — C une
représentation paramétrique réguliére de C. Alors (i) une fonction §: K — C
est une représentation paramétrique réguliére de C' < (ii) K est un inter-
valle ouvert et il existe un homéomorphisme ¢ : K — J tel que p € CY(K)
avec ¢'(s) # 0 pour tout s € K et 5(s) = a(p(s)) pour tout s € K.

Remarque Dans ce cas, §'(s) = o/(¢(s))¢’(s) pour tout s € K et, de plus,
¢’ a le méme signe sur tout 'intervalle K.

Preuve = Posant ¢ = a~!of3, on a que ¢ : K — J est un homéomorphisme.
Le point essentiel est de montrer que ¢ est dérivable. Fixons sg € K et posons
to = ¢(sp). On va monter que ¢ est dérivable sur un intervalle ouvert qui
contient sg. Puisque o/(ty) # 0, il existe un entier i € {1,2,..., N} tel que
al(ty) # 0. Considérons la fonction F': K x J — R définie par

F(s,t) = Bi(s) — ait).
Elle a les propriétés suivantes:
FeCYK x J), F(so,to) = 0, O F (50, t0) # 0.
Par le théoreme des fonctions implicites, il existe
§>0etyeC((so—5,50+0))
tels que
¥(sg) = to et F(s,1(s)) =0 pour tout s € (sg — 0,59 + 0).

De plus, pres de (sg, o), toute les solutions de I'équation F'(s,t) = 0 sont de
cette forme. Donc, pour s pres de sg, ¢(s) = 1(s), montrant que ¢ est de
classe C' sur un intervalle ouvert qui contient so. D’ott ¢ € C'(K).

Par la formule pour la dérivée d’une fonction composée,

B'(s) = a'(p(s))¢'(s) pour tout s € K.

Or, 3'(s) # 0 et donc ¢/(s) # 0 pour tout s € K.
<= Il suffit de vérifier directement que la fonction 8 définie par ((s) =
a(p(s)) a toutes les propriétés d’une représentation paramétrique de C.



Corollaire 1.4 Soient o : J — C et f : K — C deux représentations
paramétriques réqulieres d’un arc réqulier C. Alors, pour toute fonction con-
tinue f : C' — R,

/f Dl )] dt = /f NI ds,

dans le sens que [’existence de l'une de ces intégrales implique [’existence de
lautre et qu’elles ont la méme valeur.

Preuve On utilise le changement de variable t = p(s) oit ¢ = a~'o . Alors

si[a,b] C K,

. ol L
/f NG () ds = » f( )l ()¢ ()]l S0,(((3)0%

s) =d(t)¢'(s). Or,

:{ [’ (B)]]  si@(s) >0
¥'(s) s) — [l (@) si¢'(s) <0

et ¢’ a le méme signe sur tout 'intervalle K. Notant que

car 3(s) = a(t) et F'(s) = o/(¢(s))¢
¥

‘ /
= [l @ %

lo! ()" ()l

p(la, b]) = [e(a), p(b)] si " > 0 sur K et ¢([a,b]) = [0(b), p(a)] si ¢’ < 0 sur K,

on voit que

©(b)
Fla®) 0O G Sde= [ fla@) o] d

o(a) ¥'(s) e((ab])
dans les deux cas. Ensuite on laisse a — inf K et b — sup K.
Remarque On peut toujours décrire un arc régulier utilisant un parametre
qui mesure la distance le long de cet arc. En effet, si a : J — C est une
représentation paramétrique quelconque d’un arc régulier C', on introduit une
nouvelle paramétrisation de cet arc de la fagon suivante. On choisit a € J et
puis on définit une fonction ¢ sur J en posant

= [l ar

Alors, v € CH(J) et ¢/(t) = ||o/(t)]] > 0 pour tout ¢t € J. Posons K = Imy
et ¢ = ¥~ On peut vérifier que la fonction § : K — RY définie par
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B(s) = alp(s)), est une représentation paramétrique réguliere de C. Posant

t=p(s), onaa(t)=F(1(t) = B(s) et donc
lo’ @I = 18" @) @O = 15" ) o' @) car ¢'(2) = (D],

montrant que
15'(s)|| = 1 pour tout s € K.

Ce parametre s est appelé abscisse curviligne sur C' car |s| = |¢(t)] est
la longueur de la partie de C' entre les points a(a) et a(t). Notons que si
I’on utilise une telle représentation paramétrique, la formule pour 'intégrale
d’une fonction f : C' — R devient

/C fds = /K F(3(s)) ds.

et la notation ds rappelle cette situation.

1.3 Arcs orientés

Il est clair intuitivement que 1’on peut parcourir une courbe dans deux di-
rections. Pour des arcs réguliers on peut préciser cette idée en introduisant
la notion d’orientation.

Définition 1.5 Soit C un arc régulier dans RY. Un champ continu de
tangentes unitaires sur C est une fonction T : C C RN — R telle que
(i) T:C CRYN — RN est continue
(#)|T(P)|| =1 pour tout P € C
(iii) P + ev{T(P)} est la tangente a C' en P, pour tout P € C.

Tout arc régulier admet un champ continu de tangentes unitaires. Si
a : J — C est une représentation paramétrique réguliere de C| alors IIZ’EgH
est une tangente unitaire au point a(t) € C. La fonction T,, : C' — R définie

par

/
pour P € C <= T,(«a(t)) = (1) pour t € J

@]

est le champ continu de tangentes unitaires sur C' engendré par a.

) )
LalP) = o 1m))]



Soient a : J — C et f: K — (C deux représentations paramétriques
régulieres d’un arc régulier C. Les champs continus de tangentes unitaires
engendrés par ces représentations sont

B o (t) . _ B'(s)
Ta(a(t))_ Ho/(t)H t Hﬁ’(s)H

et a(t) = B(s) ol t = p(s) avec p = a~t o 3. Alors,

Ts(8(s))

_ QW) o #0)
TH06) = Ty = Oy

Ainsi,
T T, si¢ >0sur K
A7) —Tn si¢/ <Osur K °

Donc il y a exactement deux champs continus de tangentes unitaires sur
un arc régulier C.

Définition 1.6 Un arc régulier C' avec un choiz de champ continu de tan-
gentes unitaires T sur C est appelé arc régulier orienté, noté (C,T) ou

H
bien C'. Une représentation paramétrique de (C,T) est une représentation
paramétrique réquliere o : J — C de C' telle que T, =T.

Remarque Etant donné un arc régulier C, il admet deux orientations, (C,T')
et (C,=T).

Définition 1.7 Soient (C,T) un arc régulier orienté dans RN et f : C —
RN un champ vectoriel continu sur C. L’intégrale curviligne de f le long

de C est
f-ds:/<f,T> ds.
(C.T) c

Remarques (1) Si o : J — C est une représentation paramétrique de (C,T),

T(a(t) = Tula(0) = 10

et done

ds = T ds = a(t)), T(a o dt = a(t)), o dt.
i / (f.T) / (Fla(t), T(a(t) o' ()] dt / (fla(t), o'(t) di
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Ainsi, en écrivant

f'dSI fldxl—i—...—l—deq;N
(c,1) (c,1)

il est entendu que 'on remplace dz; par o(t)dt lors des calculs.
(2) Une fois qu’une orientation de I’arc C' a été précisée, I'intégrale curviligne
le long de C' est aussi notée
/ f-ds.
c

f-ds=— f-ds
(1) (C,T)

(3)SiT = —T sur C,

pour tout champ vectoriel continu sur C.

1.4 Chemins orientés et chemins fermés

On traite des courbes qui ne sont pas des arc réguliers.
Soient P, Q € RY avec P # Q. Un sous-ensemble D C R est appelé chemin
régulier entre P et () s’il existe un intervalle compact [a, b] et une fonction
a € C*([a,b],RY) tels que D = I'ma et

(i) & |(ap) est une représentation paramétrique réguliere d'un arc C' =
D\{P,Q}

(i) a(a) = P et a(b) = Q

(iii) o/(a) # 0 et &/(b) # 0.
On dit alors que a est une représentation paramétrique de D. Il y a deux
champs continus de tangentes unitaires sur D,

(7))
Jo'(a ()]

Notons que —T,, = T ou 3 : [a,b] — RY est définie par

To(x) pour x € D et —T,.

B(s) = ala+b—s) pour s € [a,b].

Un chemin régulier de P vers @ est (D, T') ou D est un chemin régulier
entre P et () orienté dans le sens du champ continu de tangentes unitaires
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T = T,, dans la notation précédente. Donc (D,T}3) est un chemin régulier
de @ vers P.

Une intégrale curviligne sur un chemin régulier D entre P et @) est définie
comme étant I'intégrale sur 1'arc régulier D\{P, Q}.

De maniere plus générale, un sous-ensemble D de RY est un chemin
entre P et Q o P # Q lorsqu’il peut étre exprimé comme D = U D; ou

(i) D; est un chemin régulier entre P; et P,y pour ¢ = 1,2, ..k

(11) Pl =Pet PkJrl = Q

(111) Dz N Di+1 = {PiJrl} pour 1= 1, 2, k=1
Un tel chemin va de P vers @ si les parties D; sont orientées de sorte que
(D;, T;) va de P; vers Py;.

L’intégrale curviligne sur un chemin est définie comme étant la somme des
intégrales sur les parties D;. Elle ne dépend pas de la décomposition utilisée.

Un sous-ensemble D de RY est appelé chemin fermé lorsqu’il peut étre
exprimé comme D = Dy U Dy ou

(i) Dy et Dy sont deux chemins entre P et () avec P # Q)

(ii) Dy N Dy ={P,Q}.
Si les parties D; sont orientées de sorte que (Dq,T}) va de P vers @ et
(Dy, T3) va de @ vers P, on dit que D est un chemin fermé orienté. Un
(gemin fermé admet exactement deux orientations. Un chemin fermé orienté
D détermine un vecteur tangent unitaire unique sur D sauf pour un nombre
fini de points.

L’intégrale curviligne sur un chemin fermé est la somme des intégrales
sur les parties D; et D,. Elle ne dépend pas de la décomposition utilisée.

1.5 Chemins fermés dans le plan

Soit D un chemin fermé dans R2. 11 y a quelques terminologies et conventions
particulieres a ce cas. Un résultat fondamental (le Théoreme de Jordan)
montre que son complément R?\ D est la réunion de deux parties connexes
disjointes dont I'une est bornée, appelée 'intérieur de D et l'autre est
non bornée, appelée I’extérieur de D. Ceci permet de distinguer les deux
directions normales a D en chaque point de D ou il y a une droite tangente.
En fait, si P € D et P+ ev{(p,q)} est la droite tangente a D en P, il existe
go > 0 tel que
P £ e(—q,p) ¢ D pour tout € € (0,¢ep).
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On peut choisir (p, ¢) de sorte que
P+ e(—q,p) € extD et P —e(—q,p) € intD pour tout € € (0, &p).

En ce cas

N(P) = (=za.p) est la normale unitaire extérieure a D en P.

I(—=q.p)ll

Ainsi, N(P) est déterminé de maniere unique par les propriétés suivantes
IN(P)|| =1,(N(P), T(P)) =0,P+eN(P) € extD pour tout € > 0 et petit,

ou T(P) est telle que P + ev{T(P)} est la droite tangente a D en P. Si
|T(P)|| =1 alors {N(P),T(P)} est une base orthonormée de R.

Les deux orientations de D peuvent étre distinguées de la maniere suiv-
ante. Soient (D,T') une orientation de D et (C;,T;) un arc régulier orienté
tel que C; C D et T;(P) = T(P) = (p,q) pour P € C;. Cette orientation
est dite positive/negative lorsque le repere orthonormé (N(P),T(P)) est
direct /indirect respectivement. C’est a dire, lorsque

det [N(P), T(P)] =1, det[N(P),T(P)] = —1 respectivement.

(Rappel: un repere orthonormée de R? est direct lorsque qu’il est obtenu par
une rotation du repere canonique ((1,0),(0,1)).)
Lorsque 1'on représente graphiquement R? de la facon usuelle, cette conven-
tion correspond aux notions intuitives suivantes:

(a) lorientation positive de D est dans le sens opposé au mouvement des
aiguilles d’'une montre,

(b) en se promenant sur D dans le sens de 'orientation positive avec la
téte vers le haut, 'intérieur de D se trouve a sa gauche.

Une fonction N : D — R? est appelée champ de normales unitaires
extérieures sur D si N(P) est une normale unitaire extérieure a D en P,
sauf pour un nombre fini de points P de D.

Soit f : D — R? un champ vectoriel continu sur D. Le flux de f a
travers D vers ’extérieur est l'intégrale curviligne

/D<f,N) ds

ol N : D — R? est un champ de normales unitaires extérieures sur D.
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2 Autres intégrales curvilignes

Soient C une courbe dans RV et f : ¢ C RY — RY une fonction continue sur
C. On a introduit une notion d’intégrale de f le long de C pour certains types
de courbes orientées qui correspond a intégrer la composante tangentielle de
f sur C' dans une direction donnée. Cette quantité intervient dans les calculs
de quantités scalaires telles que le travail en mécanique et la circulation en
mécanique de fluides. Dans le plan, la notion de flux amene a l'intégrale de
la composante normale de f sur C. Or, dans d’autres circonstances, on doit
intégrer le champ entier f sur C' et le résultat est un vecteur.

Exemple Le champ électrique au point (z,y, z) est donné par la fonction

E(z,y,2) = (32° — 1,32y — 1, 2).
Un fil métallique a la forme du cercle de centre (0,0,0) et de rayon 2 dans

le plan z = 0, et il porte une charge électrique de densité p > 0 ( constante)
par unité de longueur. Calculer la force totale F' sur le fil.

F = /pEds:/p(El,Eg,Eg)ds
C C

= p</ Elds,/Est,/Egds).
c c c

Une représentation paramétrique du chemin fermé C' est
a(f) = 2(cosf,sinf,0) pour 0 < 6 < 27
et donc, pour i = 1,2, 3,
2w
/Eids :/ Ei(a(0)) ||/ (0)]| db.
c 0

Or, [|[¢/(0)]| =2 et

2 27 27
F = 2 (/ [12cos29—1]d9,/ [12cos9sin9—1]d9,/ Ode)
0 0 0
= 4pr (5,-1,0).
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3 Intégrales de surface

But : Soit S une surface dans R?. On veut définir et calculer I'intégrale d une
fonction f sur S. On traitera deux cas.

(i) Une fonction f: S C R® — R.

(i) Un champ vectoriel f: S C R* — R3.

Motivation : (i) Une coque métallique a la forme de S. Sa densité de masse
par unité d’aire est donnée par f : S C R3> — R. Calculer la masse totale de
la coque.

(ii) Un fluide remplit une région ouverte 2 dans R? et sa vitesse au point
x € Q est v(z)(écoulement stationnaire). Soit S une surface dans 2. Calculer
le volume de fluide qui traverse S par unité de temps.

3.1 Surface dans R?

On commence par introduire un élément de surface appelé “nappe réguliere”.
Ensuite on traitera d’autres cas.

Définition 3.1 Un sous-ensemble S de R3 est appelé nappe réguliére
lorsqu’il existe une fonction o : Q — S ayant les propriétés suivantes.

(1) Q2 est ouvert et connexe dans R*

(ii) a : Q@ — S est un homéomorphisme

(1ii) a € CH(Q,R?) et Dra(s,t), Dacr(s,t) sont linéairement indépendants
pour tout (s,t) € Q.
Une telle fonction « est appelée représentation paramétrique réguliére
de S.

Rappel : 01a(s,t), 0ya(s,t) sont linéairement indépendants

< d1a(s,t) A Dyar(s,t) # 0 olt A est le produit vectoriel dans R3.
D’autre part, pour P = a(s,t) € S, la réunion de toutes les tangentes des
arcs réguliers sur S passant par P est

a(s,t) + ev{oia(s,t), a(s,t)},
appelé plan tangent a S au point P. Notant que

ev{01a(s,t), ha(s,t)} = [Oa(s,t) A @a(s,t)]L
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on voit que dya(s,t) A ya(s,t) est un vecteur normal a ce plan tangent et
a(s,t) + ev{0ia(s,t) A Owa(s,t)}
est la droite normale a S au point P.

Définition 3.2 Soit S une nappe réguliére dans R3. Un champ continu
de normales unitaires sur S est une fonction N : S — R? telle que

(i) N : S — R3 est continu

(i) ||N(P)|| = 1 pour tout P € S

(iii) P+ N(P)* est le plan tangent a S en P, pour tout P € S.

Noter que P + ev{N(P)} est la droite normale & S en P.
Sia: ) — S est une représentation paramétrique réguliere de .S, alors
Ora(s,t) A ra(s,t)

NalP) = 15 2 A dwats 1] O0 F = D)

est le champ continu de normales unitaires sur S engendré par «.

Définition 3.3 Soient S une nappe réguliére dans R? et f : S — R une
fonction continue sur S. L’intégrale de surface de f sur S est

/ fdo= / fla(s,t))||0ra(s, t) A Dra(s, t)|| dsdt
S Q

ou «: ) — S est une représentation paramétrique réguliere de S.

Remarques (1) On suppose que l'intégrale a droite existe, ce qui n’est
pas toujours le cas car I'ensemble {2 peut étre non borné et la fonction f
peut étre non bornée sur €2, méme lorsque 2 est borné. Si €2 est borné et
son bord O est la réunion d’un nombre fini de chemins fermés dans R?, et
siaeCYQ) et feC(S),alors

/Qf(oz(s, ) [[01a(s,t) A Dacx(s, t)|| dsdt

existe.
(2) Cette définition ne dépend pas du choix de représentation paramétrique

de S.
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(3) Posant f =1, on retrouve l'aire de S,
|S| = / |O1a(s, ) A Oscx(s,t)|| dsdt.
0

Exemple 1 (un tronc de cone) Soient 0 < a < b < oo,

Q = {(s;t)eER*:a<r=vVs2+12<b}et
g(s,t) = Vs2+12—a.

Le graphe de la fonction ¢ : {2 — R est 'ensemble
G(g) = {(z,y,9(z,y)) : (z,y) € Q} € R

qui a la forme d’un tronc de cone. En fait, S = G(g) est une nappe réguliere
et une représentation paramétrique réguliere de S est donnée par la fonction

o : Q — R® définie par a(s,t) = (s, 1, g(s,t)).

Notons que

a Hx,y,z) = (x,y) pour tout (z,y,2) € S,
dals,t) = (1,0,5),  dals,i) = (01,5
T T
t
Osa(s,t) N\ Oya(s,t) = (—;, 0 1), |0scx(s,t) A Dyar(s, t)|| = V2

/da = / |0scx(s,t) A Opex(s, t)]| dsdt
S 0
27 b
= \/5/ / rdrdf = nV/2(b* — a?)
0 a

Donc l'aire de S est mv/2(b? — a?) comme 1'on peut vérifier par la géométrie
¢lémentaire.
Exemple 2 (un tronc de cylindre) Soient 0 < a < b < o0,

Q = {(s;t) eER?:a<r=Vs2+t2<b}et

as at
t) = (—,—,r—a).
a(s,t) (= —a)

En posant S = a(£2), on constate que

S={(z,y,2) eR*: 2’ +y  =aet0<z<b—a}
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et donc que S est une partie de longueur b — a d’un cylindre de rayon a. En
fait, S est une nappe réguliere et o en est une représentation paramétrique
avec

(z+a) (2+a)

Oéil(xvyu Z) = ( €, y) pour tout (l’,y, Z) € Sa
a a
a as? ast s ast a at® t
Osafs,t) = (; T3 ;)7 dha(s, 1) = (‘Fa - 3 ;)

daals, ) Adhals,t) = —5(s1,0),  [dals.t) Adals,t)] ==

/da = /||05a(s,t)Aata(s,t)Hdsdt
S Q

2r b a
= / / —rdrdf = 2ra(b— a)
0 a T

et on a retrouvé la formule usuelle pour I'aire d'un tronc de cylindre de rayon
a et d’hauteur b — a.

3.2 Changement de représentation paramétrique

Le fait que la définition d’intégrale de surface est indépendante du choix de
représentation paramétrique de S découle du résultat suivant.

Théoréme 3.4 Soient S une nappe réguliere dans R® et o : Q — S une
représentation paramétrique réquliere de S. Alors (i) une fonction 5 : A — S
est une représentation paramétrique réguliere de S <= (ii) A est un sous-
ensemble ouvert et connexe de R? et il existe un homéomorphisme ¢ : A — )
tel que o € CY(A) avec det V(u,v) # 0 pour tout (u,v) € A et B(u,v) =
a(p(u,v)) pour tout (u,v) € A.

Remarque Dans ce cas, la matrice jacobienne Vi de ¢ est inversible:

otwn = 2 ) e vetwn = (G20 G0

De plus, o' € C'() et

Vo (s, t) = V(u,v) " ou (s,t) = p(u,v)
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Notant que (s,t) = p(u,v) <= a(s,t) = B(u,v) et que det A=t = 1/ det A,
on voit que

det Vo~ '(s,t) = 1/ det V(u, v) lorsque a(s,t) = B(u,v).

Comme det Vi : A — R\{0} est une fonction continue et A est connexe, il
n’y a que deux cas,

ou bien, det Vo(u,v) > 0 pour tout (u,v) € A
ou bien, det Vo(u,v) < 0 pour tout (u,v) € A.
Ensuite, B(u,v) = a(p1(u,v), pa(u,v)) et donc
018(u,v) = Oa(e(u,v))dipi(u,v) + Oaa(e(u,v))dips(u, v)
DPB(u,v) = Oia(p(u,v))0ap1(u,v) + doa(p(u,v))dapa(u,v)
On trouve facilement que
01 8(u, v) A 923(u, v) = det Vip(u, v) [O1a(p(u, v)) A Dear(p(u, v))],

montrant que 0;(u, v) A 023(u, v) est parallele & 0ya(s, t) A Dra(s, t) lorsque
B(u,v) = a(s, ).

Corollaire 3.5 Soient o : Q@ — S et § : A — S deuxr représentations
paramétriques réqulieres d’une nappe réguliere S. Alors pour toute fonction
continue f : S — R,

/Qf(a(&t))Haloé(&t)Aaza(sat)Hdsdt:/Af(ﬁ(uyv))\lalﬁ(%v)A%ﬁ(%ﬂ)l!dudv,

dans le sens que l’existence de ['une de ces intégrales implique [’existence de
l'autre et qu’elles ont la méme valeur.

Preuve Supposons que §2 est borné et son bord 0€2 est un chemin fermé dans
R2, que o € C1(Q) et que f € C(S). On utilise la formule de changement
de variables pour les intégrales doubles. Posant (s,t) = ¢(u,v), on obtient
B(u,v) = a(p(u,v)) = a(s,t) pour tout (u,v) € A

/Af(ﬁ(u,v)) 1018(u, v) A O28(u, v)|| dudv

— /(A) fla(s,t)) [|det Vip(u, v)[Dr1a(s, t) A Daar(s, t) dsdt

1
| |det Vip(u, )|
_ /Qf(a(s,t)) 101as, £) A Bra(s, t)]| dsdt.
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3.3 Nappes orientées

Soient v : 2 — Set §: A — S deux représentations paramétriques régulieres
d’une nappe réguliere S. Les champs continus de normales unitaires engendrés
par ces représentations sont

dra(s,t) A aa(s,t) 01 8(u,v) A Oo8(u,v)

Ny(a(s, b)) = et N(B(u,v)) =

|O1a(s,t) A Dacr(s, t)]| |01 8(u, v) A 0o 8(u,v)||

Comme
01 8(u,v) A 0o8(u,v) = det Vip(u, v)[Ora(p(u, v)) A Osa(p(u,v))
lorsque ((u,v) = a(p(u,v)) = a(s,t), on voit que

det Vi (u, v)

No(B(wv) = et votm o]

No(afs,t)).
Ainsi,
N — N, si detVep >0 sur A
A7 =N, si detVp <Osur A -
Donc il y a exactement deux champs continus de normales unitaires sur une

nappe réguliere.

Définition 3.6 Une nappe réguliére S avec un choix de champ continu de
normales unitaires N sur S est appelé nappe orientée, notée (S, N). Une
représentation paramétrique de (S, N) est une représentation paramétrique
réquliere de S telle que N, = N.

Remarque Etant donné une nappe réguliere S, elle admet deux orientations.
Si (S, N) est I'une de ces orientations, 'autre est (S, —N).

Définition 3.7 Soient (S, N) une nappe orientée et f : S — R un champ
vectoriel continu sur S. Le flux de f a travers S dans le sens de N est

/(SﬁN)f-dazfs(f,N) do.
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Remarques (1) Si « : 2 — S est une représentation paramétrique de (S, V),

B _ Oia(s,t) A Dha(s,t)
N(af(s,t)) = Ny(a(s,t)) = |O1a(s,t) A Dacr(s, t)]|

et donc

/ f-do = / (fla(s,t)), N(a(s,t))||Ora(s, t) A (s, t)]| dsdt
(S,N) Q
_ /Q (Fa(s, ), rals,t) A Dsal(s, 1)) dsdt.

(2) Utilisant la notation

8 i 1 a 7 j 9o 0oy
dz; \Ndx; = Malsclt oll Oai, o) _ det ( S L ) ,
ds ot

(s, 1) J(s,t)

le flux de f a travers S s’écrit
/ fdo= / fidxo N dxs + fodxs A dry + fsdzy A dxs.
(S,N) (S,N)

Noter bien 'ordre des termes car

3.4 Nappes avec un bord

Définition 3.8 Un sous-ensemble A de R? est appelé nappe avec un bord
lorsqu’il existe un ouvert Q borné et connexe de R? tel que son bord ON) est
un chemin fermé et une fonction a € C*(Q,R?) telle que

(i) « |q est une représentation paramétrique réguliére d’une nappe S

(i) a : Q — A est un homéomorphisme

(11i) Or1a(s,t) A Ora(s,t) # 0 pour tout (s,t) € 0.
L’ensemble A\S = «(0N) est appelé bord (géométrique) de A, et noté
0A

Remarques (1) On peut vérifier que A\S est un chemin fermé dans R3. 1l ne
faut pas le confondre avec le bord (topologique) en tant que sous-ensemble de
R3. Ce dernier est formé par les points de R?® qui ne sont ni dans l'intérieur
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de A, ni dans l'intérieur de son complément et donc le bord topologique de
A est égal a A lorsque A est une nappe avec un bord. Si vy : [a,b] — R?
est une représentation paramétrique de 99, alors a0~y : [a, b] — R3 est une
représentation paramétrique de A\S.

(2) Le champ continu N, de normales unitaires sur S engendré par o
s’étend a A de maniére continue. Ainsi, on peut déterminer une orientation
de A, notée (A, N), en choisissant une orientation (S, N) de la nappe S.

(3) Sur une nappe orientée avec bord, il y a une notion d’orientation

positive de son bord que 'on peut préciser ainsi. Soient (A, N) une nappe
orientée avec bord et soit a : © — A une représentation paramétrique de
(A, N) telle que N = N,. Le bord de Q est un chemin fermé dans R?. Soit
7 : [a,b] — R? est une représentation paramétrique de 92 avec I'orientation
positive. Alors avo v : [a,b] — R? est une représentation paramétrique du
bord de A et lorientation du bord engendrée par cette paramétrisation est
appelée positive pour l'orientation N de A. Intuitivement, cette orientation
du bord est déterminée de la maniere suivante. Lorsqu’on se déplace sur le
bord de A dans le sens positif avec sa téte dans la direction de NV, la nappe
A se trouve a sa gauche.
Annexe 1 Lors de I’étude des représentations paramétriques, on est ap-
pelé a vérifier qu’une fonction est un homéomorphisme. Si ’on ne dispose
pas d’'une formule explicite pour la fonction inverse le résultat suivant peut
permettre d’établir la continuité de cette fonction inverse.

Lemme 3.9 Soz’iQ un sous-ensemble ouvert et borné de RM. Considérons
une fonction g : Q@ — RY telle que

(1) g € C(QRY),
(i) g | q estinjectif,
(ii1) g(Q)Ng(0Q) = 0.

Alors a = g |o: 2 — S est un homéomorphisme ot S = a(2) = g(Q).

Remarque Dans cet énoncée, (2 signifie 'adhérence de Q et 9Q = Q\(2 son
bord topologique.

Preuve Par les hypotheses, « est continue sur € et une fonction inverse o™
S — Q existe. 1l suffit de démontrer que o' est continu sur S. Considérons
un point P € S et une suite { P, } C S telle que P, — P. On doit montrer que
a1(P,) — o }(P). Si ceci n’est pas le cas, il existe § > 0 et une sous-suite

1.
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{P,,} telle que |a~'(P,,) —a~'(P)|| > ¢ pour tout k. Or, {a~'(P,,)} C Q
et donc il y a une sous-suite {a‘l(Pnkj)} telle que 04_1(Pnk]_) — 2z € Q) car
Q est compact. Par la continuité de g sur Q, P, = g(a‘l(Pnkj)) — g(z) et
donc g(z) = P € g(f2). Par Ihypothese (iii), ceci implique que z ¢ 9 et
donc z € Q\IQ = Q. Ainsi g(z) = a(z) = Pet 2 = a'(P). Or, 04_1(Pnkj) —

z = a 1(P) tandis que ’ofl(Pnkj) — ofl(P)H > ¢ pour tout j, ce qui est

impossible. De cette contradiction on doit conclure que a(P,) — a~}(P),
ce qu’il fallait démontrer.

Annexe 2 Dans la démonstration du résultat concernant la relation entre
deux représentations paramétriques régulieres de la méme nappe, la difficulté
principale est de montrer que la fonction ¢ : A — € définie par p = a1 o 3
est continument dérivable lorsque a@ : Q@ — S et § : A — S sont deux
représentations régulieres d’'une nappe S. Pour ce faire, considérons un point
(uo, v9) € A et posons (sg, tg) = ¢(ug, vo). Soit n = N4 (a(so, tp)) une normale
unitaire & la nappe S au point P = a(sg, tg) = [(ug,vg) et posons X = nt.
Donc X est un sous espace de R3 de dimension 2. Considérons la fonction
F:Q x A — X définie par

F<87 t,u, U) = OC(S, t) - ﬁ(ZI’? U) - <Oé(8, t) - ﬂ(uv U)7 n> n.
Alors F' € CH(2 x A) et F(sg,tg, ug,vo) = 0. De plus

0sa1(S0,t0)  Orari(s0, to)
D5 F' (50, to, uo,v0) = | Osaa(S0,t0) Opra(S0, to)
Osas(s0, to)  Oras(so, to)

car (Osa(so,to),n) = (Orx(So0,t0),n) = 0. Ainsi D(s 4 F (50, to, up, V) est une
matrice de rang 2 et il découle du Théoreme des Fonctions Implicites qu’il
existe un ouvert U de R? et une fonction ¢ € C1(U, R?) tels que

(up,vo) € U C A, (ug, vg) = (S0, t0) et F(¢(u,v), (u,v)) = 0 pour tout (u,v) € U.

De plus, il existe € > 0 tel que si F(s,t,u,v) = 0 et ||(s,t) — (so,%0)| +
|(u, v) = (ug,vo)|| < € alors (s,t) = ¥(u,v). Or, F(p(u,v),(u,v)) = 0 pour
tout (u,v) € A et p est continu sur A car a et 3 sont des homéomorphismes.
Donc, il existe § > 0 tel que p(u,v) = ¥ (u,v) lorsque ||(u,v) — (ug,vo)|| < 9.
Ceci montre que ¢ € CY(B,R?) ou B = {(u,v) € R? : ||(u,v) — (uo,v0)]|| <
d} C A.
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4 Intégration par parties en R? et le Théoréme
de Green

Rappel: Soient a,b € R avec a < b et f € C'([a,b]). Alors le Théoreme
Fondamental du calcul intégral affirme que

b
/ f@)de = F(b) - f(a).

C’est a dire, l'intégrale de f’ sur 'intervalle (a,b) peut étre calculée a partir
des valeurs de f sur le bord de l'intervalle. Soient u,v € C*'([a,b]). En posant
f = v, on déduit la formule usuelle d’intégration par parties,

/abuvldm = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / s

But: On va formuler des résultats de ce genre concernant des fonctions de
plusieurs variables. Dans cette section on va établir des formules reliant des
intégrales doubles et des intégrales curvilignes dans le plan. Dans la section
suivante, les formules relieront des intégrales de surface et des intégrales sur
des chemins fermés dans R®. Dans une troisiéme section, on traitera des
formules reliant des intégrales triples et des intégrales de surfaces.

Afin des formuler ces résultats, on rappelle quelques terminologies con-
cernant les dérivées partielles.

4.1 Opérateurs différentiels

Rappelons quelques définitions.
Soit V un sous ensemble ouvert de R,
Pour une fonction u € C*(V,R), le gradient de u est le vecteur

Vu = (0u,...,0nu) et Vu: V — RY un champ vectoriel.
Pour un champ vectoriel f € C*(V,RY), la matrice jacobienne de f est la

matrice
ofi - - Onhi
Vf= : j et Vf:V — RVXN,
ofy - - Onfwn
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Pour un champ vectoriel f € C1(V,RY), la divergence de f est

N
V-fzzaifi et V- f:V — R est une fonction.

i=1
Pour N = 3 et un champ vectoriel f € C*(V,R?), le rotationnel de f est

VA f=(02fs = 03f2,08f1 — 01 f3,01f2 — Oaf1) et
V A f:V — R? est un champ vectoriel.

Pour N = 2 et un champ vectoriel f € C1(V,R?), le rotationnel de f est
VANf=0fs—0f et VA f:V — R est une fonction.

Pour une fonction u € C?(V,R), son gradient Vu € C*(V,RY) et la matrice
jacobienne de ce champ vectoriel V(Vu) est symétrique, appelée matrice
hessienne H(u) de u,

010w - - OnOju
H(u) =V(Vu) = et
010nu - - OnOnu
H(u);; = 0;0;u = 0;0;u = H(u)j; pour 1 <1i,7 < N.
Pour une fonction u € C*(V,R), le laplacien de u est

N
Au=V-(Vu) = Z Ofu et Au: V — R est une fonction.

i=1
On utilise aussi des notations alternatives:
Vu=grad u,V - f=div f,VA f =rot f =curl f.

Notons encore que:
(1) Pour f € CH(V,RN),V - f =traceVf
(2) Pour P,Q € R? P A Q est le vecteur unique dans R? tel que
(PAQ,A) =det(P,Q,A) = P-(QAA) pour tout A € R®.

(3) Pour N =3 et f € CL(V,R3), VA f est le vecteur unique dans R? tel
que
(VAf,A) =V-(fAA) pour tout A € R>.

(4) Pour u € C*(V,R), Au = traceH (u).
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4.2 Intégration par parties

On commence par le cas d'une région limitée par les graphes de deux fonc-
tions.

Lemme 4.1 Soient a,b € R avec a <b et p,9 € Cl([a, b)) telles que o < 9
sur (a,b). Considérons une fonction f € C1(Q) ou

Q={(z,y) eR?:a<z<betp)<y<i(x)} (1)

Alors, pouri=1,2,

/ Ouf (w,y)dady = | fNids
Q

onN

ot N : 00 — R? est le champ de normales unitaires extérieures sur le chemin
fermé Of).

Preuve Commencons par le cas ¢ = 2 car c¢’est plus facile que lecas 1 =1 a
cause de la forme de ). En fait,

b () b
Aaﬁwmmmﬁﬁj/{/()%f@wﬂm¢w=/{ﬂ%www—ﬂ%¢@ﬁww

D’autre part, 9 = UL, C; on

C1 = a([a, b]) et a(z) = (z,9(1)),
C5 est le segment de droite entre (b, ¢(b)) et (b, (b)),

Cs = B([a,b]) et B(z) = (z,1(2)),
Cjy est le segment de droite entre (a, p(a)) et (a,(a)).

Sur Cy et Cy, Ny =0 et donc

fNQdS = fNQdS + fNQdS.
o0 Ch Cs

]Sjl;lr\cl, N(a(z)) = (a5(x), —ai(2))/ [l (@)[| = (#'(x), =1)/v/ 1+ ¢'(2)%.

[ ptvats = [ fla@)Nato@) o' @)l de = = [ flapla)de
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De la méme facon on trouve que

/C Fods = /  fla ()

et le lemme est établi dans le cas i = 2.
Notons que dans cette premiere partie de la démonstration on a sim-

plement utilisé le fait que f € C(Q2), que Oy f existe et Oof € C(£2). Pour
traiter le cas ¢« = 1, on introduit la fonction auxiliaire g ayant la propriété
que 0»g = 0, f. Cette fonction est définie par

Yy
o, y) = / o0 f(x, t)dt pour (z,y) € 0
o(x)

Alors g € C(Q), la dérivée partielle dog existe et

Oag(,y) = O1f(7,y).

Donc 0,9 € C(9), et, par ce qui a déja été démontré,

/ Oag(z,y)dxdy = / gNads.
Q )
Or,
[ owatepiody = [ orfe. oy
et il reste a voir que

/ gNods = fNids.
o9 o9

Or,

/a gNads = / {9z, $(2)) — g(z, p(x))}dz = / g(z, (2))dz

car g(z, p(z)) = 0 pour tout = € [a, b].
D’autre part,

4 i@ e
o(x) o(x)
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et donc

P(x)
oz, (x)) = / A
p(x
d ()

T dr f(@.t)dt — f(z, ()¢ (z) + [z, 0(x))¢ (z).

e(z)
Ainsi,

[ st

P(b P(a)
(0)

) b b
= b, t)dt — a,t)dt — x, 0 (2)) (z)dx x, o(x)) (x)dx
[ 100 /W f(a,tydt /Gf( b)) () +/af( (@) (2)

— [ fNyds+ | fNuds+ [ fNuds+ [ FNids
Co Cy C3 C1

= ledS.
o

La méme formule peut étre démontrée pour des régions dans le plan qui
ne sont pas forcément limitées par les graphes de deux fonctions de classe C*.
Evidemment, on peut permuter les axes, ou faire une rotation des axes avant
d’utiliser le lemme. Une démarche encore plus générale consiste a découper
la région €2 en un nombre fini de parties €2; de sorte que, sur chaque partie, on
sait que la formule est valable par les remarques précédentes. Ce découpage
doit étre tel que:

Q= Um O oli, & une rotation pres, la partie €, est de la forme (1),
soit N* : 9Q;, — R? le champ de normales unitaires extérieures a €y,
pour k # h, Q. N Qy, C O N O, et N¥(x,y) = —N"(x2,y),
pour tout sauf un nombre fini de points (z,y) € 9 N IY,.

(2)

Voici une classe de régions que l'on peut découper de cette fagon.

Définition 4.2 Un sous-ensemble Q de R? est appelé domaine régulier
lorsqu’il y a un nombre fini de chemins fermés C4, ..., C) dans R? tels que

Q=intCy sik=1 et Q= (intC)\ U, D; si k > 2,
ot D; = intC; = (intC;) U C; et les chemins C; sont tels que
D; C intCy et D; C extCj pouri,j =2,....,k et i # j.
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Si € est un domaine régulier alors €2 est ouvert et borné et son bord 0f) =
UF_,C;. On dit que 02 est orienté positivement lorsque

C1 a l'orientation positive et

C; a lorientation négative pour i = 2, ..., k.

Un champ de normales unitaires extérieures sur 0f) est une fonction
N : 09 — R? telle que, pour tout sauf un nombre fini de points P € 99,

IN(P)|| =1, P+ ev{N(P)} est la droite normale a 02 en P
et il existe ep > 0 tel que P+ eN(P) ¢ Q2 pour 0 < & < ep.

C’est a dire,

N |¢, est un champ de normales unitaires extérieures sur C et

N |, est un champ de normales unitaires intérieures sur C; pour i = 2, ..., k.
Pour ce genre de région. la formule du lemme reste valable.

Théoréme 4.3 (formule d’intégration par parties) Soient ) un domaine
régulier dans R? et u,v € CY(Q). Alors pouri=1,2,

/u@iv dxdy :/ uwvN; ds — / vo;u drdy
Q a0 Q

ou N est le champ de normales unitaires extérieures sur 0S2. En particulier,

/&u dxdy :/ ulN; ds.
Q 0

Preuve Il suffit de justifier la deuxiéme formule pour une fonction u € C*(Q).
Ensuite, on obtient la premiere formule en remplacant u par le produit uw.
Soit 0 = U™ ;82 un découpage de 2 du type (4). Par le lemme,
Ou dxdy = / uNF ds pour k =1,...,m

O

et donc

Oiu dxdy = / Ou dxdy = / uNF ds = / ulV; ds.

Il y a plusieurs formes équivalentes de ce résultat.
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4.3 Le théoreme de Green et ses variantes

Corollaire 4.4 Soient 2 un domaine régulier dans R2.
(i) (Théoréme de Green) Soient u,v € C*(Q). Alors

/{@ — —}dxdy = / {vN; — uNy}ds = / udx + vdy,
o0 %

H
ou N est le champ de normales unitaires extérieures sur 02 et 0S) est con-
sidéré avec lorientation positive. B
(ii) Soit f: Q C R* — R? un champ vectoriel tel que fi, fo» € C*(Q).
Alors,

/ﬁ%ﬁ—%ﬁwuwzf;fdz
£ ET9)

—H
ot l'intégrale sur 0S) est calculée pour l’orientation positive.
(111) Soit f : Q C R? — R? un champ vectoriel tel que fi, fo € CH(Q).
Alors,

s+ oupyasdy = [ (5.3 as
Q 9]

ou N est le champ de normales unitaires extérieures sur OS2.

Remarque La formule (ii) montre que l'intégrale de rotf = V A f sur Q
est égale a la circulation de f sur J€) dans le sens positif. Selon la formule
(iii), 'intégrale de divf = V- f sur Q est égale au flux de f a travers 0f2 vers
I’extérieur.

Preuve (i) Par le théoréme,

/—dxdy—/ vNyds et /@dxdy:/ ulNods,
a0 o Oy 0

et on obtient immédiatement la premieére égalité. Soit T = (p, ¢) une tangente
unitaire en un point P de 0f) dans la direction associée & ’orientation positive
de 092. Alors N(P) = (¢, —p) et donc

{vN7 —uNo}ds = | {vqg+ up}ds = /
o0 o9 %

((u,v), T)ds = / udx + vdy.
B) %

E)
(ii) Posant f; = w et fo = v, ceci découle de (i) car

| fdae+ fody = | fdl.

Bs) B)
(iii) Posant f; = v et fy = —u, ceci découle de (i).
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5 Le théoréme de Stokes

But : Obtenir une formule d’intégration par parties pour des intégrales sur
une nappe.

Observation : Une telle formule ne peut pas porter sur des dérivées par-
tielles quelconques. Par exemple, considérons le disque S = {(x,y,0) :
z? 4+ y* < 1} qui est une nappe réguliere limitée par le cercle C = {(z,y,0) :
22 + y* = 1}. Pour une fonction u € C*(R?), la formule d’intégration par
parties dans le plan z = 0 montre que, pour ¢ = 1, 2,

/@u da:/aiu(x,y,O) dzdy :/ un; ds:/uni ds
S Q o0 C

ot Q= {(z,y) € R*: 22 + y? < 1}et n(z,y,0) = (z,y,0). Par contre,

/(93u do = / Osu(z,y,0) dedy
S Q

ne peut pas étre traitée de cette fagon car on peut modifier dsu(x,y,0) sans
modifier u(x,y,0) en remplacant u par

w(z,y,z) =u(z,y,2) + v(z)

ot v € CY(R) et v(0) = 0. En ce cas,

/ Osw do = / dsw(z,y,0) dedy = /{83u($, y,0) +v'(0)} dady
S Q Q
= / Osu(z,y,0) dedy + v'(0) |
Q

ou || est l'aire de €2, tandis que w = u sur C. Cet exemple simple suggere
que 'on peut traiter des intégrales sur une nappe qui ne contiennent que des
dérivées partielles dans des directions tangentes a la nappe en chaque point.

Avant de formuler les résultats on doit préciser la notion du bord d’une
nappe ainsi que son orientation.
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5.1 Nappes avec un bord

Définition 5.1 Un sous-ensemble A de R? est appelé nappe avec un bord
lorsqu’il existe une fonction o : Q — A ayant les propriétés suivantes:

(1) Q = intC ou C est un chemin fermé dans R?

(ii) o : Q — A est un homéomorphisme

(iii) o € CH(Q, R3) et O1a(s, t) ADsar(s, ) # 0 pour tout (s,t) € O = QUC.
Posant S = «(R2), on a que S est une nappe réguliere. L’ensemble A\S =
a(C) est appelé bord (géométrique) de A (et de S), et noté 0A(= 095).

Remarques (1) On peut vérifier que A\S est un chemin fermé dans R3. Il ne
faut pas le confondre avec le bord (topologique) en tant que sous-ensemble de
R3. Ce dernier est formé par les points de R?® qui ne sont ni dans l'intérieur
de A, ni dans 'intérieur de son complément et donc le bord topologique de
A est égal & A lorsque A est une nappe avec un bord. Si vy : [a,b] — R?
est une représentation paramétrique de 9, alors o~y : [a, b] — R3 est une
représentation paramétrique de A\S.

(2) Le champ continu N, de normales unitaires sur S engendré par «
s’étend a A de maniere continue. Ainsi, on peut déterminer une orientation
de A, notée (A, N), en choisissant une orientation (S, N) de la nappe S.

(3) Sur une nappe orientée avec bord, il y a une notion d’orientation
positive de son bord que 'on peut préciser ainsi. Soient (A, N) une nappe
orientée avec bord et soit o : Q — A une représentation paramétrique de
(A, N) telle que N = N,. Le bord de  est un chemin fermé dans R?. Soit
7 : [a,b] — R? est une représentation paramétrique de 9 avec l'orientation
positive. Alors awo v : [a,b] — R? est une représentation paramétrique du
bord de A et lorientation du bord engendrée par cette paramétrisation est
appelée positive pour I'orientation N de A. Intuitivement, cette orientation
du bord est déterminée de la maniere suivante. Lorsqu’on se déplace sur le
bord de A dans le sens positif avec sa téte dans la direction de N, la nappe
A se trouve a sa gauche.

(4) On peut généraliser cette notion en remplacant la condition (i) par

(") © est un domaine régulier dans R2.

Dans ce cas, le bord de € est 002 = UleCi ol les C; sont des chemins fermés
et 0A = 0S = UL a(C;) est une réunion de chemins fermés dans R®. Un
champ continu de normales unitaires sur S est défini par

_dsa(s,t) Ada(s,t)
Na(a(s,t) = [10s0(s, 1) A (s, 1)
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et il détermine une des deux orientations de S. L’orientation positive de 9.S
relative a N, est celle engendrée par « et I'orientation positive de 9€2. C’est
a dire, si v; : [a;, b;] — R? est une représentation paramétrique du chemin
fermé C; qui engendre 'orientation positive de C; pour i = 1 et I'orientation
négative de C; pour i > 2, alors l'orientation positive de «(C;) relative a N,
est celle engendrée par la représentation paramétrique a o 7y; : [a;, b;] — R3.

5.2 Intégration par parties; théoreme de Stokes

Soient V un sous-ensemble ouvert de R et u € C (V). Pour A € R3\{(0,0,0)},
la dérivée de u au point P suivant le vecteur A est

Du(P, A) = lim u(P +tA) —u(P)

t—0 t

= (A, Vu(P)) .

Considérons maintenant S C V une nappe réguliere dans R3 et N : § — R?
un champ continu de normales unitaires sur S. Si A € N(P)*, Du(P, A) =
(A, Vu(P)) est une dérivée tangentielle de u en P. Rappelons que si N €
R? avec [|[N|| =1, alors Nt = {AAN : A € R3}. Ainsi, en chaque point P de
S, AN N(P) est un vecteur dans une direction du plan tangent a S au point
P et donc {AAN(P)} - Vu(P) = (AANN(P),Vu(P)) est une dérivée de u
en P suivant un vecteur tangent a S en P. Noter que {AAN(P)}-Vu(P) =
A-{N(P) ANVu(P)} par les propriétés du produit triple.

Théoréme 5.2 Soient V un sous-ensemble ouvert de R® et u € CY(V'). Soit
(S, N) une nappe orientée avec bord telle que S C V. Soit T : S — R?
le champ de tangentes unitaires sur le chemin fermé 0S dans le sens de
lorientation positive de S par rapport a N. Alors

/S<A/\N,Vu) da:/asu<A,T) ds (3)

pour tout A € R3. En particulier, pour i = 1,2, 3,

/S (N A Va); do = / uT; ds. (@)

oS

Preuve Il suffit d’établir la premiere formule (7) pour A =¢; oui=1,2,3.
Considérons le cas A = e; = (1,0,0), les cas i = 2,3 étant semblables.
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Notons d’abord que
(e1 AN N,Vu) = —(e; AVu, N) = ((0,03u, —Oru), N) = Nydsu — N30su

Soit o : 2 — R? une représentation paramétrique de S telle que N, = N, ou
Q = intC et C est un chemin fermé dans R?. Alors,

/(elAN,Vu> da:—/(el/\Vu,N> do
S S

:/Q 0, Dyu(a(s, 1)), —Bpu(als, 1)), Na(als, 1)) dsdt
-/,
-/,

((
((
(a3, aq) (o, ag)

(
s Oau( (s, t))mdsdt.

(o
0, Osu(a(s, 1)), —Oau(a(s,t)), ha(s,t) A da(s,t)) dsdt
) 5.0)

Ozu(afs,t

Or,

Osu(a(s,t)) = Oru(a(s,t))0sar (s, t) + Oaul(a(s, t))dsaa(s, t) + Osu(a(s,t))dsas(s, t)
Ou(a(s,t)) = dru(al(s, t))dar(s,t) + Dula(s, t))Owas(s, t) + Osu(a(s,t))das(s, t)
(

et donc, éliminant d;u(a(s,t)), on obtient
su(a(s, 1)) 0 (s, t) = Oru(a(s, 1))dsn (s, 1)
_ d(a1, az) d(as, a1)
Ohu(a(s, t))——= 9.0 + Osu(a(s, t)) st
D’ou
/ (ey NN, Vu) do = / Osu(a(s, t)) 0 (s, t) — Opulafs,t))Osay (s, t)dsdt
s Q
Admettant que o € C2?(€2), on peut intégrer par parties sur €2 et on obtient
/ Osu(a(s, )0y (s, t) — (s, t))0saq (s, t)dsdt
0
= / [u e} a]agoqnl — [u e} a]@loqngds
09
- / u(a(s, t))0s0:an (s, t) — u(a(s,t))0dsay (s, t)dsdt
Q

= / [u o a]{danny — O1ayny}ds, car 0s0,q = 0;0sq,
0

33



ot n : 9Q — R? est le champ de normales unitaires extérieures sur 9. (Le
cas oll @ n'est pas de classe C? sur ), peut étre traité par approximation.)
Soit v : [a, b] — R? une représentation paramétrique de 92 avec I'orientation

positive et posons ((u) = a o y(u). Alors n(u) = (v4(uw), —y1(w))/ ||/ (u)|| et
F'(u) = dhay(w)n () + Gaa(7(u))v5(u). Ainsi,

/aQ [u o al{Gcnny — Oragny}ds
_ / [ 0 a0 ()] {Ba01 (7(u) 74 () + By (7(w); (w) }du

_ / " w(B(u) 3. (u)du = /6 ulids

car 3 : [a,b] — R? est une représentation paramétrique de 95 et T' = Tj. En
résumé, on a montré que

/(el/\N,Vu> do:/ uTyds
s

08

pour autant que o € C*(Q).
Exemple 1 (un tronc de coéne) Soient 0 < a < b < o0,

Q={(s,t) ER*:a<r=Vs2+12<b}et
g(s,t) =Vvs2+1t2—a.

On a déja vu que le graphe de la fonction ¢ : 2 — R a la forme d’un tronc
de cone. En fait, S = () est une nappe réguliére et une représentation
paramétrique réguliere de S est donnée par la fonction

a: Q — R® définie par a(s,t) = (s,t,g(s,t)).

Notons que €2 est un domaine régulier dans R? et que 09 = C,UC, on1 C}, Cs
sont des cercles

Cr={(s,t) eR?: @ + 12 =1} et Cy = {(s,t) e R?: §* + t* = @},

Donc le bord de S est 0S = a(Cy) U a(Cy) et donc 0S est aussi la réunion
de deux cercles

a(C)) = {(s,t,b—a) € R®: s*+1* = b*} et a(Cy) = {(s,,0) € R® : s*+1* = a?}.
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D’autre part,

0.0(s,1) A Djals, ) = (=, —;, D), [[0sals, t) Ada(s, )] = V2
et donc N, (a(s,t)) = (—;, —;, 1)/v2.

Selon notre définition, I'orientation positive de 02 consiste a traiter le chemin
fermé ('} avec son orientation positive et Cy avec son orientation négative.
Des représentations paramétriques appropriées sont

71(0) = b(cos B, sin ) et y2(0) = a(cosb, —sinf) pour 0 € [0, 27|, respectivement.

L’orientation de 05 = «a(C4) U a(Cy) qui est positive relative a N, est donc
engendrée par les représentations paramétriques ooy et « o v de a(Ch)
et a(Cy), respectivement. Les champs de tangentes unitaires correspondants
sont

T': a(Cy) — R? ou T'(s,t,b — a) = (—t,,0)/b pour (s,t) € Cy,
T? : a(Cy) — R? ot T%(s,t,0) = (t,—s,0)/a pour (s,t) € Cs.

La formule (7) s’écrit

/S<AAN,W> da:/ w(AT) ds

os

:/ u<A,T1> ds+/ u<A,T2> ds
a(C1)

a(C?)

2m
= / u(bcosO,bsin@,b — a){—A;sinf + A, cos§}bdo
0
2
+ / u(acosf,asin®,0){A; sinf — Ay cos0}ade.
0

Exemple 2 (un tronc de cylindre) Soient 0 < a < b < o0,

Q={(s,t) ER*:a<r=Vs2+t2<b}et
as at
) =(—,—r—a).
ofs,1) = (22, % v —a)
En posant S = «(£2), on constate que

S={(r,y,2) eR*: 2 +y* =aet0<z<b—a}

35



est une partie de longueur b — @ d’un cylindre de rayon a. Cette fois, 05 =
a(Ch) U a(Cy) est aussi la réunion de deux cercles de rayon a,

at

2 Jb—a) € R? : 2 4+1% = b} et a(Cy) = {(s,t,0) € R? : s*+* = a*}

as
alcn) = (5,
ol les cercles C; sont les mémes que dans I’exemple précédant. D’autre part,
1
Ny(a(s,t)) = —=(s,t,0).
r

Les champs de tangentes unitaires correspondants a l'orientation de 9S qui
est positive relative a N, sont

T': a(Cy) — R ou T (x,9,b — a) = (—y,x,0)/a pour (x,y,b —a) € a(C}),
T2 : a(Cy) — R? ot T%(x,9,0) = (¢, —s,0)/a pour (z,y,0) € a(Cs).

La formule du théoreme s’écrit

/S<A/\N,Vu> da:/ u(A,T) ds

oS

:/ u<A,T1> ds—i—/ u<A,T2> ds
a(C1) a(C2)
2w
= / u(acosf,asin@,b— a){—A;sinf + A, cosb}tadld
0
2m
+ / u(acosf,asin®,0){A;sinf — Ay cos}ado.
0

Le Théoreme de Stokes établit une relation analogue dans le contexte des
champs vectoriels. La notion de rotationnel d’un champ vectoriel permet
de cerner les dérivées dans des directions perpendiculaires a une direction
donnée.

Notons que, pour N € R? avec | N| =1,

(N, VA f)

=N-(VA[f)=N{0:f3s = Osfa} + No{0sf1 — 01 f3} + N3{01f2 — 02 /1 }
= ((0, =N3, N3), V f1) + ((N3,0, —=N1), V fo) + ((—=N2, N1,0), V f3)

={ey AN,V f1) + {ea NN,V f3) + {e3s AN N,V f3) (*)
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et (O, —Ng, Ng), (Ng, 0, —Nl), (—Ng, Nl, 0) S NJ‘. Ainsi, <N, VA f> peut étre
exprimé comme une somme de dérivées directionnelles des composantes f;
dans des directions perpendiculaires a V.

Remarque Notons que la notation V A f est souvent étendue aux champs
vectoriels f € C'(Q,R?) ol Q est un sous-ensemble ouvert de R* de la
maniere suivante. On plonge R? dans R? en posant

V=QxRet F(x,y,2) = (fi(z,y), f2(z,y),0) pour (z,y,z) € V.

Alors VA F(x,y,z) = (0,0,0, fo(x,y) — O2f1(z,y)) et donc il est déterminé
par 'expression 0 fo(z,y) — 02 f1(x, y). On simplifie la notation en posant

VA f(xay) = alf?(x>y) - a2]61('7:7 y)
Noter que dans ce cas,

f:QCR?* - R’mais VA f:QCR? - R

On peut maintenant énoncer le résultat principal.

Théoréme 5.3 (de Stokes) Soient V' un sous-ensemble ouvert de R? et f €
CHV,R3). Soit (S,N) une nappe orientée avec bord telle que S C V. Soit
T :0S — R3 le champ de tangentes unitaires sur le chemin fermé S dans
le sens de 'orientation positive de S par rapport a N. Alors

/ (VAf,N) dcr:/ (f,T) ds.
S as
Cette formule s’écrit aussi sous la forme

VAfdo:/ f-dl

(S,N) (08,T)

ou encore

/ (VA dyNdz+ (VA fladz ANdx+ (VA fgde ANdy
(S,N)

= |_fidz+ fady+ f3dz
a3
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ou 8_5 signifie que le chemin fermé 05 est considéré avec 1'orientation positive
par rapport a N.

Le Théoreme de Stokes affirme que:
“le flux du rotationnel de f a travers S dans le sens de N7 = “la circulation
de f sur le bord de S dans le sens qui est positif par rapport a N”.
Preuve du théoréeme On a déja noté que

<V/\f,N> = <61/\N,Vf1>+<€2/\N,Vf2>+<63/\N,Vf3>

et donc, en utilisant le théoreme précédent, on trouve que

3

3
/S(V/\f,N> da:;/s<emN,Vf,-> do =Y asfiT,-ds:/aS<f,T> ds.

i=1
Remarques Dans le cas ou la nappe S se trouve dans le plan z = 0 et
flz,y,2) = (fi(z,y), fa(z,y),0) on retrouve le Théoreme de Green. En effet,

VAf=(0,0,01f> —daf1)
on peut choisir N = (0,0,1). Alors (VA f,N) = 01 fo — O2f1 et

/(V/\f,N) dU:/{81f2—82f1} dxdy,
s %

ou 2 = intdS dans le plan z = 0, tandis que

/ (f;T) ds= | _ fide+ fody+ fade= | _ fidr+ fody
a8 a5 a%

__)
ou 0f) signifie I'orientation positive de 92 dans le plan.

A partir de ces théoremes on peut établir des formules d’intégration par
parties sur une surface.

Corollaire 5.4 Soient V' un sous-ensemble ouvert de R®. Soit (S, N) une
nappe orientée avec bord telle que S C V. Soit T : S — R3 le champ
de tangentes unitaires sur le chemin fermé 0S dans le sens de [’orientation
positive de 0S par rapport a N. Alors,

(i) pour u,v € C*(V),

/v(A/\]\ﬂVu) da—/ wv (A, T) ds—/u(A/\N,Vv} do pour tout A € R,
s as S
()
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(ii) Pour w € CY(V) et f € CY(V,R?),

/S<f/\N,Vu> da:/asu(f,ﬂ ds—/suwAf,N) o (6)

Preuve Pour obtenir la deuxieme formule, il suffit de remplacer u par le
produit uv dans la premiere. Pour ce qui concerne la formule (4), on peut
remplacer f par le produit uf dans la formule de Stokes et on obtient

/S(V/\(uf),N)da:/ (uf,T) ds.

s
Or VA (uf)=Vu) AN f+u(VAFf)et

(VA(uf),N) = ((Vu) A f,N) + (u(V A f),N)
= (f AN, Vu)+u(VAf,N)

par les propriétés du produit triple. Donc

/S<f/\N,Vu>da+/Su(V/\f,N>d0:/<V/\(uf),N>dg

S

:/65<uf,T> ds:/asu<f,T> ds

ce qui établit la formule.

5.3 Compléments

On peut traiter d’autres types de surfaces qui ne sont pas forcément des
nappes orientées avec bord par découpage approprié.
Exemple 3 (une spheére) Soit

S={(z,y,2) e R¥:2® + 92 + 22 =1}.

Alors S n’est pas une nappe avec bord mais il existe deux nappes avec bord
S et Sy telles que

S = Sl U Sg et Sl N SQ C (851> N (852)
Par exemple, on peut choisir

512{(93,y,2)65:220} et 522{($,y,2)652§0}
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Soit N(z,y,2) = (z,y,2). Alors N : S — R? est un champ de normales
unitaires sur S, orienté vers l'exptérieur de S. Alors (S5;, N) est une nappe
orientée avec bord. En effet, une représentation paramétrique de S; est
donnée par

Q= {(z,y) € R?: 2> + y* < 1} et la fonction a : Q@ — R?

définie par X
alz,y) = 1+:17—2+y2(2w7 2y, 1 — 2% —o%).

De plus, N, = N sur S;. (Pour vérifier ceci, il suffit de vérifier que N, («(0,0)) =
(0,0,1).) Le bord de S; est le cercle C' = {(x,y,0) : 22 + y*> = 1} et son
orientation positive relative a N est celle engendrée par la représentation
paramétrique « oy ot 3 = (cosf,sinf) pour 6 € [0,27]. Donc le champ
de tangents unitaires sur C' associé & cette orientation est T : C' — R? ol
T z,y,0) = (—y,x,0) car a o y1(0) = (cosh,sinh,0) et T (a o y(0)) =
(a0 11 (8)/ ll(a o 1Y (B)]] = (~ sin ), cos,0).

Ensuite, la fonction 3 : Q — R3, définie par

B(x,y) = (2z,2y, —1 + 2% + ¢?)

1+a2+y2
est une représentation paramétrique de Sy et on constate que Ng(5(0,0)) =
(0,0,1) = —N(0,0,—1). DoncNg = —N sur Sy. De plus, 9S; = C' et une
représentation paramétrique de C' avec l'orientation qui est positive relative
a Ngest Boy; =aoy car f = a sur J§2. Comme on a déja vu, le champ de
tangentes unitaires sur C' associé & cette orientation est 7' : C' — R3. Donc
le champ de tangentes unitaires sur C' associé a orientation qui est positive
relative & N = —Ng est 7% = —T".

Appliquant le Théoreme de Stokes sur les nappes S; séparément et puis
additionnant les formules, on obtient

‘/WAﬁNﬂw:/ ﬁﬂ+/ f-dl
S (8S1,T1) (882,T2)

:/‘ fﬂ—/ f-dl=0.
() (e,

Remarque La sphere est un exemple d'une surface fermée, c’est a dire son
bord géométrique est vide. Pour de telles surfaces, le flux d’un rotationnel
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est toujours nul. Le bord d’un domaine régulier dans R* dans le sens du
théoreme de la divergence a cette propriété.

Soulignons qu’il existe des surfaces qui ne peuvent pas étre traitées de
cette facon car on ne peut pas choisir les orientations des parties de fagon
cohérente. Voici I'exemple le plus célebre de cette situation.

Exemple 3 (une bande de M&bius) Considérons b > a > 0,

Q= (—a,a) x (0,27) et a: Q — R* on

t t
a(s,t) = ((b+ ascos 5) cost, (b+ ascos 5) sint, assin 5)

On peut vérifier que «(2) est une nappe réguliere et donc N, est un champ
continu de normales unitaires sur «(2). Par contre o n’est pas injectif sur ).
En fait, a(s,0) = a(—s, 27) pour tout s € [—a,al. De plus, N, : a(Q) — R?

n’admet aucun prolongement continu sur «(€2) car

lim N,(a(s,t)) = — lim N,(a(s,t)) pour tout s € (—a,a).

t—0+ t—2m—

Dans ce cas S = () n’est pas une nappe orientée avec bord. En fait,
S est une surface n’ayant qu’un seul c6té, appelée bande (ou ruban) de
Mobius. Cependant, il existe deux nappes avec bord S; et S5 telles que

S=5USyet S;NSy C ((951> N (852)
Il suffit de poser
Q) = (—a,a) x (0,7) et Q = (—a,a) x (m,2m)

et puis de définir S; = () et Sy = a(€2,). Par contre on ne peut pas choisir
des champs continus de normales unitaires sur S et S; de maniere cohérente
pour S. Lorsque 'on introduit des orientations des parties S; et Sy et puis
qu’on somme les flux correspondants, le résultat dépend du découpage choisi.
Donc la notion de flux d’un champ vectoriel a travers S n’est pas bien posée.
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6 Le théoréme de la divergence

But Etablir les formules d’intégration par parties pour des régions ouvertes
dans R3.

On commence par introduire une classe de sous-ensembles de R? analogues
aux domaines réguliers dans le plan.

Définition 6.1 Un sous-ensemble V de R? est appelé domaine régulier
lorsque V' est un sous-ensemble ouvert, borné et connexe et son bord OV a
les propriétés suivantes.

(a) 1l existe un nombre fini de nappes avec bord S, ..., Sk telles que

OV =UE_,S; et S;NS; C (9S;) N (9S;) pour tout i # j.

(b) Pour chaque i = 1, ...,k il y a une orientation (S;, N*) de S; telle que,
pour tout x € S;\0S;, il existe e(x) > 0 tel que

x—tN(x) €V etz +tN'(z) ¢V pour tout t € (0,2(x)).

Un champ vectoriel N : 9V — R?® tel que N(z) = N'(z) pour tout
r € UF_ S;\OS; est appelé champ de normales unitaires extérieures
sur JV. Noter que les valeurs de N sur U¥_,9S; ne sont pas spécifiées.
La partie (b) de la définition assure que V' ne se trouve que d’un seul coté
de OV.
Remarque Si V est un domaine régulier dans R? et f € C*(V,R?) on peut
déduire du Théoreme de Stokes que

k
/ (VA N) da:Z/ (VAf,N') do=0.
Exemples Notons que la sphere Vi = {(z,y,2) € R : 2% +y? + 22 < 1}, le
cube V5 = (0,1)? ainsi que la région
Vi ={(2,y,2) €ER*: 1 <2® +y* +2° < 2}
sont des domaines réguliers dans R? tandis que
Vi=Vi\{(z,5,0) : y <0}

ne l'est pas. La région Vj est ouverte, bornée et connexe et elle vérifie la
condition (a) de la définition mais pas la condition (b).
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Définition 6.2 Soient Q un sous-ensemble ouvert de R® et f € C*(Q,R?).
La divergence de f au point (x,y, z) est l’expression

3

Zaif(xvywz)a notée V - f(xvya Z) ou dZ"Uf(I‘,y,Z).

i=1

Théoréme 6.3 (de la divergence, de Gauss/Ostrogradsky) Soient V' un do-
maine réqulier dans R3 et N : OV — R3 le champ de normales unitaires
extérieures a V.

(1) / Oip dxdydz = / @N; do pouri=1,2,3

v ov

pour tout ¢ € C*(V).
(2) / vo;u dedydz = / uvN; do — / uo;v dxdydz pour i =1,2,3
v ov v

pour tout u,v € CH(V).

(3) /V-fdxdydz:/ (f,N) do

v ov

pour tout f € C*(V,R3).

Il suffit de démontrer la formule (3). Posant f = @e; dans (3), on obtient
(1). Posant ¢ = uv dans (1), on obtient (2). On va établir la formule (3)
pour des régions plus simples. Ensuite le cas général peut étre abordé par
découpage et rotation.

Lemme 6.4 Soient C' un chemin fermé dans R? et D = (intC) U C. Soient
0, € CH(D) telles que p < ¢ sur intC et {(x,y) € C : p(x,y) = Y(z,y)}
est la réunion d’un nombre fini de points et de chemins. Considérons le
domaine réqulier dans R3,

V ={(z,y,2) € R®: (x,y) € intC et p(x,y) < z < Y(z,y)}.

Soient N : OV — R3 le champ de normales unitaires extérieures a V. Alors
/V-fdxdydz:/ (f,N) do
v oV
pour tout f € C*(V,R3).
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Preuve Notons que 9V = .57 U S5 U S3 ou

Sl = {(x>yv ¢<x>y)) : (x,y) € D}
Sy = {(xvyaw(xvy» : (l’,y) S D}
Sz = {(n(w),y2(u),2) :uela,b] et p(z,y) <z < Y(z,y)

olt v : [a,b] — R? est une représentation paramétrique de C. Donc vy €
C([a,b]),v(a) = v(b) et il y a une partition {t; : i = 1,...,k} de [a,b] telle
que v € CY([t;,;t;11]). On peut supposer que {1,...k —1} = AU B ou

e(v(w) < ¥(v(u)) pour tout u € (f;,t11) sii € A et p(y(u)) = (y(u))
pour tout u € (t;,t;41) sii € B. Pour i € A on pose

Qi = {(u,v) ER?* 1 t; < u <ty et p(y(u)) < v < (y(u))}
et en définissant o’ : Q; — R3 par
o' (u,v) = (71 (u), 72(w), v),
on voit que a/(£);) est une nappe avec bord. Ainsi
OV = S1 U Sy U Ujeaa' ()
et

N(z,y,p(z,y)) =
{ (Orp(x,y), Dap(x,y), /\/1 + 01o(z,y)2 + Oap(x, )2 sur S1\9S;

—(O(z,y), 82w(x y /\/1 + (91¢ T y) + Ootp(x,y)? sur S;\@SQ
(73(w) 0)/v/71(u)? + 73 (u)? sur o ().

Maintenant on voit que

/agfg drdydz = / / (x,y, z) dz}dxdy
1% (z,y)

= /D{f:s(x,y,@b(m,y)) — f3(z,y, o(x,y)) tdady

tandis que

2
faN3 do = Z/ f3N3 do car N3 = 0 sur o' ()

- /D{fs(Ly,%D(x,y)) — fa(z,y, o(x,y)) }dzdy.
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Ainsi,
FsNy dor = / O fy ddyds. (1))
oV \%

Notons que pour obtenir ce résultat on a utilisé seulement les propriétés que
f3 € C(V), que 05 f3 existe et que 05f3 € C(V). 1l reste & montrer que

/ Oufy + ofs dedydz= | fLNy + foNy do
\% oV

et on va déduire ceci de ce qui est déja établi en introduisant les fonctions

auxiliaires
z z

F(ﬂ?,y, Z) = (/( )fg(%,y,t)dt,—/ fl(.T,y,t)dt,O)
Py

w(z,y)
et

o [~ o [~
G(C(],y,Z) = (0707_/ fl('ray7t)dt+_/ fQ(x7y7t)dt>
Ox o(z,y) dy w(z,y)

On vérifie facilement que G € C(V,R3), que 05G'3 existe et que d5G5 € C(V).
En fait,
03G3 = 01 f1 + 02 f2

Par la formule (1) appliquée a G, on sait que

/ O f1+ Oy fo dedydz = / 053G dxdydz = G N3 do.
v v

ov
D’autre part, F' € C1(V,R3) et

v A F(SC,:I/,Z) - (fl(a:,y,Z),fg(x,y, 2)7 _G3($7y72))'
Or, par le Théoreme de Stokes,
/ (VAF,N) do=0
v

montrant que

fiNi + faNa do = G3N3 do = / O1f1 + Oz fo drdydz.
1% R1% 1%

Utilisant la formule (1), on obtient

fiN1 + faNy + f3N3 dU:/31f1+a2f2+(93f3 dxdydz,
oV v

c’est a dire la forme de Gauss.
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7 Champs qui dérivent d’un potentiel

But: Etudier des situations ot un champ vectoriel peut étre exprimé comme
la dérivée d’une fonction. Il y a deux cas importants.

(1) Soient © un sous-ensemble ouvert de RY et f € C(Q,RY). Existet-il
une fonction p € C1(Q) telle que f = Vo sur Q ? En ce cas, ¢ :  — R est
un potentiel (scalaire) pour f sur €.

(2) Soient Q un sous-ensemble ouvert de R® et f € C(,R?). Existet-il
un champ vectoriel ¢ € C*(,R?) tel que f = VA g sur 2 ? En ce cas,
g : ) — R? est un potentiel vecteur pour f sur €.

7.1 Potentiel scalaire

Soient §2 un sous-ensemble ouvert de RY et f € C(2,RY). On peut traiter
séparément les composantes connexes de 2. Donc dans la suite on supposera
que () est connexe. Dans ce cas, un potentiel de f sur {2 est unique a une
constante additive pres.

Lorsque N = 1,  est un intervalle ouvert et un potentiel de f sur
est simplement une primitive de f. Donc il suffit de choisir a € ) et puis de
poser

o(x) = /w f(t)dt pour z € Q.

Dans la suite on supposera que N > 2.
Commencons par deux observations importantes

Lemme 7.1 Soit Q un sous-ensemble ouvert et connexe de RN et f : Q) —
RN un champ vectoriel cgntz’nu qui dérive d’un potentiel o sur €.
(1) Pour un chemin C allant de p vers q tel que C' C €,

/8 fdl = ¢(q) — o(p). (7)

(2) Si f e CHQRYN), alors V f(xz) est une matrice symétrique pour tout
x € Q. C’est a dire,

0ifi(x) = 0;fi(x) pour 1 <i,j <N.
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Remarque Dans le cas N = 3, la matrice Vf(z) est symétrique <=
V A f(z) = 0. Un champ vectoriel ayant la propriété que V A f(z) = 0 pour
tout = € () est dit irrotationnel sur €.

Preuve (1) Soit a : [a,b] — RY une représentation paramétrique d’un
chemin C' tel que C' C Q et aa) = p et a(b) = q. Alors

L= [ teonama = [ (ela). oo

car f = V. Or, y
Zela(t)) = (Ve(a(t), o/ (1))

et donc

[ 1= [ Gty = pla(®) = plate)) = ola) = (o).

(2) Rappelons que, si ¢ € C*(Q), alors 0,0, = 9;0;¢ pour tout 4,j =
1,...,N. Comme f; = 9;p pour tout i = 1,..., N et f; € C*(Q), on voit que
¢ € C*(9Q). Donc,

Exemple 1l découle de la partie (2) du lemme que beaucoup de champs f
ne dérivent pas d’'un potentiel. Par exemple, le champ f(z,y) = (0,z) ne
dérive pas d’'un potentiel sur un ouvert 2 de R? car 9, fo(x, y) — o f1(x,y) = 1
pour tout (x,y) sur R

Théoréme 7.2 Soient Q un sous-ensemble ouvert et connexe de RY et f €
C(Q,RY).
(1) f dérive d’un potentiel sur S

— /ﬁf-dl:/l_jfdl

lorsque C' et D sont deux chemins allant de p vers q (*)

tels que C'U D C ) et ceci quels que soient p et g € Q) avec p # q.

(2) Soit a un point de Q. Si f dérive d’un potentiel sur €2, un potentiel est
donné par

gp(x):/a(_jfwll pour x #a et p(a) =0
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—
ot C(x) est un chemin allant de a vers x tel que C(x) C Q.

(8) Si p et sont deux potentiels pour f sur §, alors il existe une constante
K telle que
Y(z) = ¢(x) + K pour tout x €

Remarques 1 Un champ vectoriel ayant la propriété (*) est dit conservatif
sur . On peut démontrer que la propriété (*) est équivalente & la propriété
suivante :

/_) f-dl =0 pour tout chemin fermé tel que C' C 2. (**)
c

2 Si ’ensemble €2 a la propriété qu’il existe un point a € 2 tel que
la,z] ={tz+ (1 —t)a:0 <t <1} C pour tout x € Q,

on dit que € est étoilé par rapport a a. En ce cas, un potentiel pour f sur
Q) est donné par la formule

go(x):/o (ftz + (1 —t)a),z —a)dt (3)

car on peut choisir C'(x) = [a, x] dans la partie (2) et utiliser la représentation
paramétrique a(t) =tz + (1 — t)a.

La partie (1) donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
champ vectoriel dérive d'un potentiel mais la partie suffisante n’est pas
forcément facile a vérifier. Lorsque le champ est dérivable, la symétrie de
V f(z) pour tout x dans la région €2 est une condition nécessaire qui est
facile a controler. En général, cette propriété de f n’est pas suffisante pour
assurer que f dérive d’un potentiel sur €2.

Exemple Considérons Q = R?\{(0,0)} et le champ vectoriel

) 2 1sp - Yy x
f:Q — R* défini par f(z,y) = (_x2 il +y2).
On voit que
f € COO(Q,R2) et que alfg = (92f1 sur €.
Cependant,

/f-dl:27r
c
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ot C est le cercle {(z,y) € R? : 2? + y* = 1} avec Porientation positive.
Comme C' est un chemin fermé dans €, il découle du Théoreme 1(1) que f
ne dérive pas d’un potentiel sur 2.

Par contre, si ) est un sous-ensemble ouvert de R? ayant la propriété que
ntC C Q des que C est un chemin fermé dans €2, alors la symétrie de V f
sur 2 est suffisante pour assurer que f € C'(Q,R?) dérive d'un potentiel
sur ). En effet, dans ce cas, si C' est un chemin fermé tel que C' C (2, alors
f € CH(intC) U C) et par le Théoreme de Green,

~dl = O fo — Oz f1 }dady = O}dzdy =0
/Bf /intC{ 1f2 2f1}l'y /zntC’{}xy

ott C a Vorientation positive. Donc f a la propriété (**) dans €2 et, par le
Théoreme 1(1), f dérive d'un potentiel sur €.

Cette propriété de la région €2 peut étre caractérisée d’une fagon générale
pour des sous-ensembles de RY.

Définition 7.3 Un sous-ensemble ouvert ) de RN est dit simplement con-
nexe lorsque

(i) Q2 est conneze et

(i) tout chemin fermé dans Q) peut étre contracté a un point sans quitter
Q. C’est a dire, si vy : |a,b] — RY est une représentation paramétrique d’un
chemin fermé C C Q, alors il existe une fonction continue H : [0, 1] X [a, b] —
RN telle que

(1) H(0,s) = ~(s) pour tout s € [a,b]

(2) H(1,s) = H(1,a) pour tout s € [a,b]

(3) H(t,s) pour tout (t,s) € [0,1] x [a, b]

(4) H(t,a) = H(t,b) pour tout t € [0, 1].

Mo

Exemples Cas N = 2 : On peut montrer qu’'un sous-ensemble ouvert €2 de
R? est simplement connexe <> ) est connexe et intC' C ) pour tout chemin
fermé C' C €.

Cas N = 3 : Un sous-ensemble ouvert 2 de R? est simplement connexe < )
est connexe et, pour tout chemin fermé C' C (2, il existe une nappe avec bord
S C Q telle que C = 08S.

Une condition suffisante: Tout ouvert étoilé dans RV est simplement
connexe.
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Théoreme 7.4 Soient 2 un sous-ensemble ouvert et simplement conneze de
RN et f € CHQ,RY). Alors

f dérive d’un potentiel sur )

<= Vf(x) est symétrique pour tout x € €.

Remarque Dans le cas N = 3, si f € C'(Q,R?) ou Q est ouvert et sim-
plement connexe, alors f dérive d’un potentiel sur €2 si et seulement si f est
irrotationnel sur €2.

Preuve du Théoréme 7.2: Supposog (i:jbord que f dérive d’un potentiel
@ sur €. Soient p,q € 2 avec p # q et C', D deux chemins allant de p vers ¢
tels que C'U D C . Par la formule (1),

/fdl /fdl

Réciproquement, supposons que f a la propriété (*). Fixons un point
—

a € Q. Pour chaque x € Q\{a} choisissons un chemin C(z) allant de a vers

x tel que C(z) C . L’existence d'un tel chemin est assurée par la connexité

de €. Posons
:/_>f-dl et ¢(a) = 0.
C(x)

Montrons que ¢ € C*(Q) et que Vo = f sur Q. En effet, pour z € Q\{a}, il
existe € > 0 tel que B(z,¢) = {y € RY : ||z —y|| < e} € Q\{a}. Pour h € R,
tel que 0 < |h| < e, et pouri=1,...,N,

Mais on peut trouver un chemin D( ) allant de a vers z tel que D(z) C Q
et D(x) N[z, x + he;] = {x}. Alors D(x) U [z, + he;] est un chemin allant
de a vers x + he; et D(x) U [z, z + he;] C Q. Donc par la propriété (*) de f

/ Fodl= / fdl+/ Fodi
C(z+he;) [z,2-+he;]

__’f-dl:/__)f-dl.
D(z) C(x)

50




Ainsi,

h h
Or, a : [0,1] — RY définie par a(t) = z + the; pour t € [0,1], est une

. . #
représentation paramétrique de [x,z + he;] et donc

dl = a(t)),d(t)) dt = 1 a(t), he;) d
J— Aiﬂ“”(mt | trtato.hesy a
= /O(f(a:+thei),ei)dt.

) — 1
LR RN )
[z,x+he;]

D’ou

oz +he) —p(x) . ! .
lim - = ,?E(l) i (f(x + the;, e;) dt

=A<mmmﬁ=ﬁm,

c’est-a-dire, la dérivée partielle 0;,p(z) existe et est égale a f;(x) pour tout
x € Q\{a} et pour i = 1,..., N. Par contre,

lim plat hei) - = lim — /
h—0 h h—0 h Cl(athes)
B }ILIL% h /[aa—i-heI
= lim (f(a + the;, e;) dt = fi(a).
h—0 0

Ceci montre que ¢ € C'(Q) et que Vo = f sur .
Les points (1) et (2) du théoreme sont déja établis. Enfin, le point (3) est
une conséquence immeédiate de la connexité de 2.

Preuve du Théoréme 7.4: Par le point (2) du lemme, il suffit de démontrer
que la symétrie de V f sur Q implique que f a la propriété (**). Alors f dérive
d’un potentiel. Pour le cas N = 2, on a déja vu que ceci découle du Théoreme
de Green. Pour N = 3, on 'obtient comme une conséquence du Théoreme de
Stokes apres avoir justifié la remarque que pour tout chemin fermé C' C €2 il
existe une nappe avec bord S C  telle que C' = 9S. Dans le cas général, on
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commence par montrer que I’homotopie H dans la définition de simplement
connexe peut étre remplacée par une fonction plus réguliere ayant les mémes
propriétés. Ensuite on utilise cette fonction pour montrer que fE*’ f-dl=0
pour tout chemin fermé dans €.

Dans le cas ou (2 est étoilé, on peut donner une démonstration plus directe.
Il suffit de définir une fonction ¢ par la formule (3) et puis de calculer son
gradient. Rappelons que, si M est une matrice réelle N x N, alors

(Mv,w) = <v, MTw> pour tout v, w € RY

et donc
(Mv,w) = (Mw,v) si M est symétrique.

Ainsi,
% (fitx + (1 —t)a),tv) = (Vf(te + (1 — t)a)[z — al, tv) + (f(tz + (1 — t)a),v)
=(Vf{tx+ (1 —t)a)tv,z —a) + (f(tx + (1 — t)a),v)

Mais pour z € Q et v € RV,
(Vo(x),v) = /o (Vf(te+ (1 —t)a)tv,x —a) + (f(tx + (1 — t)a),v) dt

td
:/O St + (1= t)a), o) de

= (f(x),v)

montrant que Vy(z) = f(x) pour tout x € Q.
7.2 Potentiels vecteur

On considére un sous-ensemble € qui est ouvert et connexe dans R?® et un
champ vectoriel f € C(Q,R?). On cherche un champ vectoriel g € C'(Q, R?)
tel que f(x) = V A g(x) pour tout x € Q. La discussion de ce cas sera
moins complete que celle des potentiels scalaires car notre traitement des
surfaces fermées dans R? était assez restreint. Notons d’abord que si le
potentiel g € C*(,R3) alors V- f = V- (VAg) = 0 sur Q et donc la
condition V - f = 0 est nécessaire pour l'existence d'un tel potentiel. Un
champ vectoriel f € C1(Q, R?) ayant la propriété que V- f = 0 sur € est dit
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solénoidal ou incompressible. On verra que si f € C'(Q,R3) et dérive
d’un potentiel vecteur sur €2, alors forcément f est solénoidal sur €.

Bien str, il existe des champs qui n’admettent aucun potentiel vecteur.
Example 1 Soient 2 = R3\{0} et

f(z) = Ls pour z € €.

]

Alors f € C*(2,R3) mais f n’a pas de potentiel vecteur sur §2, ni sur aucune
partie de 2 qui contient la sphere

S={zeR®: ||z =1}.

En fait, le champ N : S — R? de normales unitaires extérieures sur S est
N(x) = x et donc

/s<f’N>dU:/<Hx|y3’ >da—/mda—/d0:4n

tandis que, 8’il existait un champ g € C*(Q,R?) tel que f(z) = V A g(x)
pour tout x € 2, on aurait

L(f,N>da=/<VAg,N>da:o

S

par le théoreme de Stokes. (Notons en passant, que — f est le champ de grav-
itation d’'une masse unitaire fixé a l'origine et qu’il a les propriétés suivantes

1
V.- f(z)=0et f(z) :—V(m
D’autre part, lorsqu’un potentiel vecteur de f existe, il est loin d’étre
unique. Si g est un potentiel vecteur pour f sur €2, alors g + Vi est aussi
un potentiel vecteur pour f sur Q quelle que soit la fonction ¢ € C%*(Q) car
V A (Ve) =0 en ce cas.

) pour tout z € €.)

Théoréme 7.5 Soient Q C R3 ouvert et f € C(Q,R?) un champ vectoriel
qui dérive d’un potentiel vecteur sur €.
(A) Soient (S1, Ny) et (Se, Na) deux nappes avec bord telles que S;USy C

Q et 0S; = 0S5, = C. Si Ny et Ny engendrent la méme orientation 6') sur le
chemin fermé C, alors

/51 N da:/s2 (N do
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(B) Si f € CYQ,R?), alors V - f(z) = 0 pour tout z € (.

(C) Sig et G € CYQ,R3) sont deuz potentiels vecteur pour f sur ) et
si Q) est simplement connexe, alors il existe une fonction ¢ € C*(Q,R3) telle
que

G(z) = g(x) + V(z) pour tout x € Q.

H
Remarque 1 Soit C' un chemin fermé dans €2. Si Q) est simplement connexe,
il existe une nappe orientée (S, N) avec bord telle que S C Q et 95 = C et

é
on peut choisir NV de sorte que l'orientation de C' est celle qui est positive par
rapport a N. Si f dérive d'un potentiel vecteur sur €, le flux de f a travers
S dans le sens de N est le méme pour tous les choix de (S, N) vérifiant ces

conditions et, en fait,
[Ny do= [ g-a
S c

ol g est un potentiel vecteur pour f sur €2, par le Théoreme de Stokes. On
peut ainsi parler sans ambiguité du flux de f a travers le chemin fermé orienté
Z’) sous ces conditions, et ce flux est égal a la circulation du potentiel vecteur
g sur C. Noter que si G est un autre potentiel vecteur de f sur €2,

ﬁG-dl:L(g+V¢)-dl:Lg-dl
c c c
par le point (C).

Remarque 2 L’Exemple 1 montre que la condition V- f = 0 sur €2 n’est pas
sufficiante pour assurer ’existence d’un potentiel vecteur de f sur €2, méme
si € est simplement connexe.

Remarque 3 On a établi le point (B) sans prétendre qu’il existe un potentiel
g € C?(,R3) lorsque f dérive d’un potentiel sur Q et f € C*(Q, R?).
Preuve (A) Soit g € C'(©2,R®) un potentiel vecteur pour f sur Q. Alors,

/51 (f, N1) da:/ (VAg,Ny) do

S1

:/ g-dl
85,

—
par le Théoreme de Stokes, ou 957 a l'orientation positive engendrée par
(S1, N1). Si (S2, N2) engendre la méme orientation de 0S5, = 057,

[oa=[ g-a=[ (r.) do
= 7 s,
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de nouveau par le Théoreme de Stokes et le résultat est établi.
(B) Supposons qu’il existe un point a € €2 tel que V- f(a) > 0. Alors, par
la continuité de V - f sur 2, il existe § > 0 tel que

BcCQet V- f(x) > a/2 pour tout x € B

ot B={z €R3: ||z —al <¢}. Comme f € C(Q,R?) et B est un domaine
régulier, il découle du Théoreme de la divergence que

/B(V-f) dxdyd,z:/aB<f,N> do

ou N(z) = (x —a)/ ||x — a|| est le champ de normales unitaires extérieures
sur OB = {x € R : ||z — a|| = §}. Mais

/BBU,N) da:/ (VA g, N) do

0B

olt g € C1(,R3) est un potentiel vecteur de f sur . Comme OB est une
sphere dans €2, on sait par le Théoreme de Stokes que

/ (VAgN) do=0
0B

et donc,
/(Vf) dxdydz:/ (VAg,N) do=0.
B OB

Or,
/(V - f) dedydz > /(a/2) dxdydz = e, é7r53.
B B 2 3

De cette contradiction, on voit que V- f(x) < 0 pour tout x € €. Remplagant
f par —f, on déduit que V - f(x) = 0 pour tout = € .

(C) Comme f=VAg=VAGsur Q,onaque VA(G—g) =0sur Q qui
est simplement connexe. Donc il existe un potentiel scalaire ¢ € C*(Q,R)
tel que G — g = Vi sur 2. Mais g et G € C*(Q2, R?) par hypothese et donc
p e C*(R).O

Sur une région étoilée, la condition V - f = 0 sur 2 est sufficiante pour
assurer l’existence d’un potentiel vecteur de f sur €.
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Théoréme 7.6 Soient Q un sous-ensemble ouvert R® qui est étoilé par rap-
port a un point a € Q et f € CH(Q,R3).
Si V- f =0 surQ, alors le champ vectoriel g : Q — R3 défini par

g(x) = /0 fltx 4+ (1 —t)a) ANt(z —a) dt

est un potentiel vecteur pour f sur €.
Ainsi,

f dérive d’un potentiel vecteur sur 2

< V- f(z) =0 sur Q.

Preuve Par une translation, on peut supposer sans perte de généralité que
a = 0. Alors,

1
g(x) = / k(tz) dt ou k(x) = f(z) ANz
0
et donc .
VAg(z)= / t(V Ak)(tz) dt.
0
Or, pour tout x € €,

V NE(x) = 2f(2) + (2 - V) f(2) = 2(V - f)(z)
=2f(z)+ (- V)f(z) car V- f =0 sur (2,

et, pour tout ¢ € [0, 1],

Ly ftz) = 2tf(tx) + 2V f(tz)x.

dt
Donc,
tV ANE)(tx) = t{2f(tz) + (tx - V) f(tz)}
d o
=gt f(tz)
et

VAg(z)= /0 %th(ta:)dt = f(z).00
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Remarque L’hypothese que €2 soit étoilé par rapport a un point a permet
de définir le potentiel vecteur g mais elle est assez restrictive. Il est souvent
préférable d’essayer de calculer un potentiel vecteur en exploitant la liberté
que 'on a dans le choix du potentiel. Par exemple, admetons que {2 est un
sous ensemble ouvert de R? ayant la forme suivante:
soit
A= {(x,y) € R?*: il existe un point (z,y,2) € Q}

et supposons qu’il existe ¢ € R tel que, pour tout (z,y) € A,
{z € R: (x,y,2) € Q} est un intervalle qui contient c.

Alors, on peut chercher un potentiel vecteur de la forme g = (g1, ¢g2,0) sur
Q. En ce cas, la condition f =V A g équivaut a

—0392 = f
0301 = fs
8192 - 8291 =f3

On peut poser

gl(xayaz) = /Z f2<$,y,t)dt+k(l’,y) et 92(1'73/72) = _/Z fl(x,y,t)dt—l—h(a;,y)

(ot k,h € C'(A) sont arbitraires) et ainsi satisfaire les deux premieres
équations. Ensuite

{8192 - 8291}($, Y, Z) = - /Z{alfl + 82f2}(x, Y, t)dt + {alh - 821{;}(‘7;7 y)

= /Z O3 f3(x,y,t)dt + {O1h — 0ok} (x,y) car V- f =0
= a9 ) = Fala,1,0) + {00 — Db,
et donc la troisiéme équation gy — 9yg1 = f3 se réduit A
{O01h — 0ok} (z,y) = f3(z,y, c) pour tout (z,y) € A.

Selon la forme de A, on peut poser une des fonctions h ou k égale a zéro et
puis intégrer afin de calculer I'autre.
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7.3 Fonctions harmoniques

Soient {2 un sous-ensemble ouvert et connexe de R? et f € C'(£2, R3). On peut
se demander quand f dérive a la fois d'un potentiel scalaire et d’un potentiel
vecteur sur (2.

Admettons que f € CY(Q,R3), que

f=Vypsur Qou g e C'(QR) et que
f=V Agsur Qouge CHQRY.

Alors ¢ € C*(Q,R) et 0=V - f(z) = V- (V) = Ap sur Q.

Une fonction ¢ € C?(Q, R) est dite harmonique sur 2 lorsque Ay = 0
sur Q. On vient de voir que si f € C*(Q,R?) dérive a la fois d’'un potentiel
scalaire et d’un potentiel vecteur sur €2, alors f est le gradient d’une fonction
harmonique sur 2.

Réciproquement, si Q est étoilé et f = Vi ou ¢ € C?*(Q,R) est har-
monique sur €2, alors V - f = 0 sur 2 et donc f dérive aussi d’un potentiel
vecteur sur €.

Considérons maintenant le cas oll ) est un sous-ensemble ouvert de R?
et f € CHQ,R?). Rappelons qu’en ce cas, V A f est le scalaire 0, fo — 0o f1.
D’autre part, si Q est simplement connexe, f € C'(Q,R?) et VA f =0 sur
Q, on a vu qu’il existe un potentiel scalaire p € C?(Q, R) tel que

f =V sur Q.

La notion de potentiel vecteur n’a pas de sens pour un champ vectoriel dans
le plan mais la condition V - f = 0 sur {2 assure 'existence une fonction
courant 1) € C%(Q,R) pour f sur Q. En effet, V- f =0<= VA F =0 ou
F = (fo,—f1) et donc il existe un potentiel scalaire ¢ € C*(Q2,R) de F sur
Q) lorsque €2 est simplement connexe. Mais

F =V <= (f1, f2) = (=00, 010)

ce qui est la définition d’une fonction courant ¢ de f.
Ainsi, si Q C R? est ouvert et simplement connexe, un champ vectoriel
f € CH(,R?) admet a la fois un potentiel scalaire et une fonction courant

sur 2
<= f=VyoupecC*QR) et Ap =0 sur (.

D’autre part, si € est un sous-ensemble ouvert de R? et ¢ € C?(Q,R) est
harmonique sur € (c’est a dire, Ap = 0 sur ), alors le champ vectoriel
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f =V est a la fois incompressible (V - f = 0) et irrotationnel (V A f = 0)
sur 2.
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