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I. NOTIONS DE BASE

I.1. Notations

On utilisera les notations habituelles ensemblistes.
€ : appartient; ¥ : pour tout; d: i1 existe; 3 : tel gue;

£ : n'appartient pas; @ : il n'existe pas.

Si E et F sont deux ensembles, la notation f : E—>F
désigne une application f de E dans F ; si GE€E ,

f(G) est le sous-ensemble de F formé des images des &lé-
ments de G -+ Si HEF , F-1(H) est l'ensemble des &léments
de E dont 1’image par f appartient &8 H ; f est injec-
tive si Ff(x) = f(y) implique x =y ; f =est surjective
si f(E) = F ; ¥ west bijective si elle est & la fois in-

jective et surjective.

Si AcB , l’ensemble des xEB n’appartenant pas & A est
le complémentaire de A dans B ; dans la plupart des si-
tuationé, l’ensemble B par rapport auguel on prend le

complémentaire est connu et n'est pas mentionné explicite-

ment; on note AC le complémentaire de A .

L’ensemble des nombres naturels, c’'est-a-dire l'ensemble
{1,2,3,... } est noté par N (*). L’ensemble des nombres
réels est noté par lR; l'ensemble des nombres réels > O

est notée R, _
[a,b] {xER :ag<xg<b} ;3 la,bl = {xER :a<x<b} ; Ta,bl= {xERia<xsgb}:

[a,bl = {xBIR: agx<b}

La fin d'une démonstration sera souvent marguée par 1'abré-
viation Q.E.D. (Quod erat demonstrandum].

(*) Certains auteurs et parmi eux N. Bourbaki, notent N 1’ensem-
ble {0,1,2,3,...} , car dans la construction logique des nombres
entiers, on commence par le cardinal de 1l’ensemble vide, qui est

Glll
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I.2. Ensembles dénombrables

Définition. Un ensemble A &est dénombrable s’'il est possi-

ble de numéroter ses éléments. En d’autres ter-
mes, A est dénombrable s’il est fini, ou s'il
existe une bijection de IN sur A auquel cas

A  est nécessairement infini.

Théoréme I.2.1. Soit B€A , A dénombrable. Alors B est dé-

nocmbrable.

Démonstration. Puisque A est dénombrable, on peut numéro-

ter ses é&léments par un indice prenant les valeurs 1,2,...;
2,a3,...} 5 numérotons les é€léments de B de

la fagon suivante : b,| est 1'élément de B ayant le plus petit

indice selon la numérotation de A ; b2 est 1'&lément de B

différent de b1 ayant le plus petit indice selon la numérota-

tion de A b3 est 1'&lément de B différent de b1 et b2

ayant le plus petit indice selon la numérotation de A etc.

soit A = {a1,a

Donc si a_ EB , a”O est pris en considération selon cet algorith-
0

me au plus tard au pas n, . Ainsi on obtient bien une numéroctation

0
des &léments de B , et B gst dénombrable.

Corollaire. Soit f : A—B , f injective, B dénombrable. Alors

A  est dénombrable.

Démonstration. D'aprés le théoréme I1.2.1, C = f{A)JCB est dénom-

brable; f peut 2tre considérée comme une bijection de A sur
C ; puisgue C est dénombrable, on peut le numéroter et attri-
buer ensuite & chague xEA le numéro de F(xJEC , ainsi A

est dénombrable.

N
i

Thécréme I.2.2. L'ensemble N = Tix &N constitué des paires

(i,3) avec iEIN et JEN est dénombrable.
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Démonstration. Le tableau 1 montre comment on peut numércter

P , 2 . P P
- tous les éléments de IN® ; le numéro de chague &€lément est

encerclé et précéde 1’'élément. (Numérotation diagonale).

Tableau 1

@ 1,1 (1,2) @3 @ a1 «,5...
@(2,13/% (2,2)/(2,33/@ 2,0 (2.9,
® 050 6,24 3.9¢ (3,0 (3,5). ..
(1, €Q 4,25 (4,3 (4,4) (4,5)...
O 5,0 (5,2 (5,3) (5,4) (5,5)...

® @ ¢ 9 8 2 8 ® @ % @ ® @ 8 9 @ & © ® O T @ @ O ® O L @ ¥ O € T @ € O € @ W G O O B € W O O O O O B G P @

Corollaire. Soit {Ai}4EI une famille dénombrable d'ensembles A,

dénombrables (I est ou bien 1l'ensemble des N pre-
miers nombres de IN (o0 N est le nombre des Ai)

ou N lui-méme).Alors B = ;gIA‘ est dénombrable.

Démonstration. Posons A% = A1 . Soit Aé l’ensemble des 2léments

de A2 non contenus dans A1 ; soit A% l1’ensemble des éléments

de A3 non contenus dans AiLJAé ; soit AA l'ensemble des élé-

ments de A4 ncn contenus dans A%L)Aék)Aé etc... D'aprés le

théoréme I.2.1, chague A! est dénombrable ; la famille {Ai}i

U a:

£
est composéed’ensembles disjocints et 1'on a B = serhy désignons

0

]

par a, 4,a ;3. Lsess (numérotation finie ou infinie) les élé-
i,1

i,2771,3
ments de A! ; considérons l'application f : B—»ﬂwz gui &

4

fait correspondre (i,j) ;3 f est injective et, d'aprés les

a
i,]
théorémes I1.2.71 et I1.2.2, B est démombrable, UJ.E.D.



Exemple 1. L’'ensemble des nombres entiers positifs, nuls et né-

gatifs est dénombrable. En effet, cet ensemble est 1l'union de

N, de {0} et des entiers négatifs qui sont tous dénombrablss.

Exemple 2. L'ensemble des nombres rationnels est déncmbrable.

I1 suffit, en utilisant le raiscnnement de l’exemple 1, de mon-
trer gque l’ensemble A des nombres rationnels positifs est dénom-
brable; considérons l'application f : A——e@lz qui au nombre
rationnel x fait correspondre (i,j}EEdz o0 x = i/ et

i/j est une fraction irréductible; f est une injection; les
théoremes I1.2.1 et I.2.2 permettent de conclure gque A est dé-

" nombrable.

Exemple 3. L'ensemble des nombres réels n’est pas dénombrable.
Supposons, par 1'absurde, gue nous ayons réussi & numéroter

par a,,a,,a tous les nombres réels. Représentons chaque
i

2 3,-un

a, par une représentation décimale infinie (en complétant éven-

tuellement la partie décimale par une suite infinie de zéros).

Scit a. . le jéme <chiffre apres la virgule de a; soit bj
LS
un chiffre différent de 0 , de 8 et de 2, . considérons
L)
le nombre réel D,b1b2b3b4... ; par construction, ce nombre a

une partie aprés la virgule différente de chacune de celle des
a; d'autre part, ce nombre n’'admet gu’'une seule représentation
décimale; donc ce nombre est différent de chacun des a; contra-

diction.
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I.3. Nombres réels

Nous supposcns connues les propriétés habituelles de 1'ensemble
R des nocmbres réels relatives aux guatre opérations arithméti-
gues et aux relations d’ordre < , < , > , > . Par contre, nous

allons expliciter une proprigté relative aux "coupures” gue

nous pouvons adopter comme axiome.

Définition. Une coupure est une paire (A,B) de deux ensembles

disjoints non vides dont la réunion est égale &8 R
+

i
et telle que xEA , yEB impligque x < vy .

Axiome de Dedekind. Si (A,B) est une coupure, alors il existe

un nombre aEIR unigue tel gque x < a implique

"

xEA et y > a implique yEB . a2 =est appeléd "nom-

bre de Dedekind” associé a la coupura.

Remargue 1. Le nombre de Oedekind peut appartenir & 1'un ou a

l’autre des deux ensembles de la coupure.

Remargue 2. Les nombres rationnels nejduissent pas d'une proprié-
té semblable; de fagon plus précise, scit A et B deux esnsem-
bles non vides, disjoints, dont la réunion est 1’ensemble des
nombres rationnels; alors il n’existe pas nécessairement un
nombre a rationnel tel que x rationnel,x<a impligue xEA

et y rationnel,y>a implique yEB; exemple : A = {x rationnel

x < ¥2} , B = {y rationnel : v > /2} .

Définitions. Soit CCR, C # 2 ; cER est un majorant de C (res
pectivement un minocrant) si x € ¢ (respectivement
X > c) YXEC . C est majoré (respectivement minoré)
si C posséde un majorant (respectivement un mino-

s majoré et mi-

)
O
[ N

rant). C est bornéd s'il est & la

noré.

P



Sgit CCR , C #@ , C majoréd ; scit B8 1l'ensemble des

I
majorants de C et A = B~ (A,B) forme alors une coupure

we

et le nombre de Dedekind assccié est appelé borne supérieurs

de C ou supremum de C ; on le note sup C . On dit alors
gue sup C existe, ou est défini. Les hypothéses "C majors”
et "sup C existe” sont donc éguivalentes. De méme, soit
cCR , C#B , C minoré ; scit A 1’ensemble des minorants
C
de C et B = A~ ; (A,B) forme alors une coupure et le nombre

~

de Dedekind assccié est appelé borne inférieure de C ou

infimum de C ; on le note inf C . On dit alors gue inf C existe,
ou est défini. Les hypothéses "C minoré” et "inf C existe” sont

donc 2quivalentes.

N.B. Si C n'est pas majoré, on peut poser sup C = += , Ainsi

sup C est toujours défini, et sup C existe au sens précédent
si et seulement si sup C est fini. De méme, on peut poser inf C =
-o gsi C n'est pas minoré. Le nombre inf C est alors toujours

défini et existe au sens précédent si st seulement s'il est fini.

‘Thécoréme I.3.1, a) Si C est majoré, alors sup C est le plus

etit, des majorants de C .
b) Si C est minoré, alors inf C est le plus

grand des minorants de C .

Démonstration. Etablissons a). Scit donc C majoré et ¢ = sup C

I1 faut établir @) que ¢ est un majorant de C , B) qu'il
n'y a pas de majorant inférieur &8 c¢ . @) Supposons par l'absurde
gue c ne soit pas un majorant de C 3 il existe donc XxEC et

X > ¢ 3 posons d = (x+c)/2 ; d'une part, x > d et d n'est

pas majorant ; d’autre part d > ¢ et, par définition méme de

c , d est un majorant, contradiction. g8) Par définition de ¢ ,

tout nombre inférigur @ C n’'est pas un majorant.



Corollaire 1. Soit AC IR possédant un maximum,c'est-3-dire

un &é€lément a2 E A tel gue x £ a Yx € A.

Alors =a sup A. Oe méme si A posssede un

.. Y Y .
minimum a , alors a = inf A.

Corollaire 2. Soit AC BCIR., Si B est majoré (respective-

ment minoré), alors sup A £ sup B (respective-

ment inf A 2 inf B).

Démonstration. Supposcons B majoré ; tout majorant de B est

aussi majorant de A ; donc sup B est aussi un majorant de A

donc sup A £ sup B.

Corollaire 3. Soit (A,B) une coupure 2t ¢ le nombre de

Dedekind assoccié. Alors ¢ = sup A = inf B.

Démonstration. ¢ est un majorant de A et un mincrant de B ;

donc a = sup A £ c € inf B = b ; supposons par 1l'absurde que
a < b ; alors le nombre (a+b)/2 ne pourrait appartenir ni a

A ni a8 B ce qui est contradictoire.

Définition. Sgit f une application d’un ensemble E dans

R. Scit G C E. Si F(G) est majoré, on pose

sup f(x]) = sup f(G) ; si F(G) west minoré, on
xEG e
pcse inf f(x) = inf F(G).

xEG

Théoréme I.3.2.50it F1 et FZ 1 E -+ IR avec F1(x] < Fz(x)

pour tout: x € G C E,.

a) Si sup szx] gest défini, alors
xEG

sup F1(x] € sup f_(x).
xEG xEG



=
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b) Si inf ?1(x} est défini, alors
XEG
inf f,(x) g inf f,(x)
xEG ! xEG 2
Démonstration. ODOémontrons a). D’aprés le théoréme I1.3.1,
on a pour tout x E G
Fq(x) < Fz(x] < sup Fz(x) ;
Xt
donc, toujours d'aprés le méme théoréme sup f,(x) &
xEG
sup f,(x), Q.E.D.
xEG
Théoréme I.2.3. Soit {Ai}iET une famille de sous-ensembles
non vides de R soit A = U A,
. i
i€l
a) Si A est majoré, sup A = sup {sup A.} ;
i€l s
b) Si A est minoré, inf A = inf {inf Ai} .
iel

Démonstraticn. Démontrons a).

théoréme I1.3.1,;
f I R

et par conséguent

définie par (i) =

a sup{sup A.}

i€l

pour montrer que a = sup A,

O'aprés le corollaire 2 du

sup Ai ; on a

a

a < sup A ; a n'est donc pas un
x € A avec a < x ; or 3i € I
a < sup A, = f(i) € sup f(i) =

i€l

supposcons,
majorant de

+
C

L

sup A; < sup A; considérons 1l'application

f(i) € sup A

B

sup f(i) € sup A ;

i€l

par l'absurde,
A

que
et il existe
el

gue X E Ai ; donc

contradiction.
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Application. Soit E un sous-ensemble du plan rapporté
aux axes cartésiens x et vy. Soit E = {(a,b)EE, b=y}
et Y = {y : E #0} . Alors E = U E (figure 1).
y ey
yc&

Sgit f : E >R telle que Ff(E) soit majoré. Alors :

sup f(E) = sup {sup fix,y)}
YEY xEE,

4

I
L

(®)
v
X

Définition, Une suite dans IR est une application u
de IN dans IR ; on utilisera indifféremment les notations
Chi
a. .
l_l 1=,I.I
uli) = a; ielN .

I1 importe de bien distinguer la suite elle-méme, gqui est

[ai] ol a signifiant que

une application u , de l'ensemble des valeurs de la suite,
c'est-ad-dire de uy( N). Ainsi la suite 0O, 1,1,1,1, ... et
la suite 0,1,0,1,0,1 ¢+« ont le méme ensemble de valeurs

{0,1}, mais sont différentes.

Définitian, La suite [aJ est majorée, minorée ocu bornée

selon gue l'ensemble des valeurs de la suite est majoré, minoré

3

orné. La suite est monotone croissante si 8,,1 > ai Vie N

est monotone déerocissante si P £ a; Viem .
£

[
or

0

¥

[
(U]

ell
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Définition. Soit [la,l wune suite. Soit

sous-ensemble infini de IN tel gue i1 < i < Ig e

La suite F.:]m est une sous-suite de [a.]l .
Tkl k

o
—— 1
..1 -

Remargue. Soit une suite u :IN »R, u(i) = a, ;
Spit g : IN >IN avec gl(k) = ik' La suite v : IN =-IR,
vkl = ulglk)y = a; est une sous-suite si et seulement

K
si g est monotone, c’'est-a-dire g(k+1) > g(k) Yk & N.

Définition. La suite [a,] converge vers a ER si
Ye > 0, dN(e) tel que Eai-ai < ¢ pour i > N(e) ; 1la

sulite est dite alors convergeante, a est la limite de la

suite et 1’'on écrit : a = lim a., .

i >0 L
Remargue. Il résulte de la définition gue si une
suite [a{] converge vers a , alors la conditicn
"il existe g tel gque ¢t < a;, < t’ pour i > g ” implique
"t S a S tyn .
Définition. La suite [ai] est une suite ds Cauchy si
Ve>0, InN(e) tel que !ai - aj! < € pour 1i,j >.N(e) .
Scit [ai] une suite, et B 1’ensemble des x ER tels

gu'il n’existe qu’'un nombre fini d’'indices 1 €N pour

lesquels a{»> X . S1 A = BC , alors (A;B) est une coupure

si et seulement si A et B sont tous deux non vides ; dans

ce cas, le nombre de Dedekind associé cette coupure est

3
la limite supérieure de la suite [a.l ; il est noté
t

_ i
lim sup(a,). On dit alors que la limite supérieure existe,
ire -

ou est définie, les hypothéses "1im sup a. existe” et
i—>00

i
"A et B sont tous deux non vides” 2tant éguivalentes par

définitian,



De méme socit C 1'ensemble des nombres x ER tels gu’il existe
au plus un nombre fini d’'indices 1 EIN pour lesquels a,; < X
et soit D = CC . Dans ce cas (C, D) est une coupure si et
seulement si C et D sont tous deux non vides st le nombre

de Dedekind associé & cette coupure est la limite inférieure

de la suite [ai] , notée 1lim inf (a,). Les hypothéses

1+c0
"lim inf a, existe” et "lim inf a, est définie” sont par
1o - i+ =
définition équivalentes.
Exemple. Si [a.,] est une suite bornée, alors la limite
-

supérieure et la limite inférieure de la suite sont toutes deux

définies.

Remargues. 1) Il revient au méme de dire gque l’ensemble

B ci-dessus est l’ensemble des x ER tels que . < X

pour tous les indices 1 sauf un nombre fini (ou nul) ou encore
gue B est l’ensemble des x ER tels que a, £ x & partir
d’un certain rang dépendant de x . Remarque analocgue pour

1'ensemble C .

2) Si B = @ , on peut poser 1lim sup a, = + «
100 L
et si A =08 , 1lim in¥f a, = - @, Ainsi la limite supérieure
i->o -
est toujours définie, et 1im sup a. "existe” au sens précédent
i 1
si, et seulement si, 1im sup 2 est fini. Remarque analocgue
1>

pour lim inf a, .
) 1

Théoréme I.3.4. Une suite [ai] monotone croissante et majorée

converge, 2t on a :

lim a, = sup a,
i i€ N
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Démonstration. Scit [a.] monctone croissante et majorée ; posons
i IS
C = sup a, et montrons que C = lim a, . Soit e > o donné ; C - ¢
g T ire *

n'est pas un majorant de la suite et 1l existe par conséquent N EIN

avec a,\j > C - ¢ 3 la suite &tant monoctone croissante on aura
i

C - ¢ < a; & C pour i 2 N ; ainsi a, - Cl.<e si i>N, Q.E.D.

Théocréme I.3.5. Scit Eai] une suite.

a) Si l'une des quantités 1im sup a; inflsup a.) .
1o kEIN ixk
lim (sup aiJ existe, elles existent toutes les
k—)co ~I>k

trois =t sont égalss :
lim sup a; = inf (sup ai) = 1im (sup a.)
i+ kEIN izk K=o izk
B) Si l'une des quantités 1lim inf a; » Sup (inf a,) ,
i kEIN ixk

lim (inf a.) existe, elles existent toutes les
k>o ixk

trois et sont égales :

lim inf a, = sup (inf ai] = lim (inf a.)
ise T KEN ik ko izk T
Démonstration. Prouvons a). Supposons gue lim sup a; = C
1>

existe, et soit e>0. Par définition, d’'une part il existe N
tel que a; s C+epour 1i>N, d'autre part ai>C—e pour une

infinité d'indices i. Ainsi, on a

C~e < sup a, < C+e pour k>N,
izk
[oe]
La suite [sup a.l est donc une suite monotone décrolssante
izk k=1

minorée, de sorte que la limite existe et (Théoréms 1.3.4)

i
t..
pte
3

e )
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k=

C-e < 1lim [sup a.} < C+e
. i
izk

il en résulte que 1lim [sup a.,) = C , puisque e est arbitraire.
ko Liak

Montrons maintenant que si inf [sup a.) existe, alors 1lim sup a,
) il X i
kE IN 12k } i+

existe . En effet, l'hypothése implique que [ai] est majorée. De

plus, guel que soit Kk , on a

0]
[
a
)]
\
0Q
1

inf [sup ai} -1
et par conséquent, il existe un entier j(k) > k tel qgue
8k & Les j(k) ne sont pas nécessairement tous distincts,

3 :

mais l'ensemble {j(k), k &IN} est infini ; ceci permet, & partir

de la définition, de conclure & l'existence de 1lim sup a; -
i—>co

Enfin, si 1lim (sup aiJ existe, il est clair que inf fsup a, |

k> {izk kEIN{izk
existe aussi, et 1l'on est ramené au probléme précédent.
QQE .D‘g
Remargue. Avec les conventions relatives & 1’infini pour

sup, inf, 1lim sup, lim inf, on peut montrer gue les 3 quantités
du théoréeme 1.3.5 al), qui existent donc toujours, scnt toujours

égales. Remarque analogue pour bl.

Théoréme 1.3.6. Soit [ai] une suite bornée ; alors

inf a; s lim inf a; s lim sup a, § sup a,
ie IN iso irw ie N

Démonstration. En appliquant systématiguement le théoréme 1.3.7..

on a successivement

inf a. g inf a; § Sup a, g sup a, Vi, KEIN ;
iEIN ©  izk izj - iem *
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L

BN

inf a.
iE N

n
1E

I

£
[

N

a.

;0 f

[

le résultat est alors une

Théoréme 1.3.7. Soit [a{]

b

al si
1im su
i

b)

=
2 4

lim inf¥f ai

i 0.

Oémonstration.

1.3.5

puis le théoreme

=

; S

up
2k

e (0

inf sup a
KE N ik

Théoréme 1.3.8.

lim sup a.

lim

Démontrons

e 0

14

sup (inf a,)
kEN ixk -~

sup (inf a.)
kE N ixk

conséquence du

et [b,] deu

[=}

=

t

ise

a. <
P 1

BN

lim sup

.
1>

inf a. et
. i

i+
<

BN

lim in¥f
i+

al On util

h

[

1

Y kE

p s
k

U
2

L

D.

<

: N

inf sup
ke N izk

A

A

Sup a, s sup a, ViEIN ;
ix] i€ IN
inf (sup a,) < sup a. ;
JEIN iz] ig N
théoreme 1.3.5.
x suites avec a., ¢ b. V. ,
i i i

1im sup bi existent alors
>

D @ 2
1
-

lim inf b. existent alors
1w *

b.
i

ise deux fois le théoréme

N

La suite {ai] converge si et seulement si les guan-

tités 1lim sup a; et 1lim inf a, existent et sont
i’*w i—>m
égales.,
Démonstration. Supposons que 1im a, = a soit définie. Socit ¢ > O
i—>co
donné ; 3N tel que a - e < a, < a + ¢ pour tout
i >N ; alors par le théoreme 1.3.1. on a
sup a, < a *+ ¢ Yk > N
izk
inf. (sup a.) ¢ inf (sup a.)] < a *+ ¢ ;
*kE N izk k>N izk

1.35
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Cette relation &tant vraie pour tout € > 0 , on a (théorégme 1.3.5.)
lim sup a. € a ; de fagon analogue con obtient 1im inf a; 3> a ;
i=co 1 1>
par le théoréme 1.3.6., on a
a & lim inf a, < lim sup a, € a
1o 1 i
et par conséquent 1lim a, = lim inf a, = lim sup a, .
i T i+ 1 i -
Réciproguement supposons que lim inf a, = lim sup a, = b . Montrons
1> - i+ -
que b = lim a; s Sgit € > 0 donné ; 3N1 tel qgue a, € b + €/2
pour i > N1 et 3N2 tel que a, > b - €&/2 pour i > N2 ; alors
pour 1 > N = max(Nq, Nz) b - /2 < a; £ b+ e/2 , c'est-3-dire
. i € .
pour i > N Ja, - b| < 5 <€ donc 1lim a, = b .
i fhe L
Corollairs. La limite d'une suite, guand elle existe, est uni-
voguement déterminée.
Démonstration, D’apreés le théoréme 1.3.8., la limite, quand elle

existe, est égale & la limite supérieure qui est définie par une

coupure, donc univoquement déterminée.

Théoréme 1,3.8. Toute suite de Cauchy est convergente.

Démonstration. Soilt la suite de Cauchy [a,] . Il existe M ENN
| <1

< 1 si 1 i > M  en particulier |a. - a
2 s J » p I 1 M'#q

sant 0 = max (a,-a ) , on voit que
A
i

max(1, Q) € a, € a + max(1, @) ce qui signifie que la

M+ 1

suite est bornée et 1im sup a est bien définie. Montrons
S

" . i P . . ms s
qgue a = lim a, . Soit € > C donné ; il existe un nombre fini de
1> -

i 8N avec a., > a + /2 et un nombre i ni de 1 8IN avec

n
a., > a - €/2 donc un nombre infini de 1 E
ke

i
N avec J|a, - a| g €/2

ws

-

puisque la suite est de Cauchy, 1l exi

4]
ct
U]
=

i
tel que [ai-a%f < e/Z
o



-
0
i
-—
m
'

pour i, j > N , il existe aussi M EN , M > N tel gue

]aM - al € €/2 ; pour 1 >N on a alors

!ai - al g [ai - ayl + [aM - al <e/2 + /2 = ¢
et par conséguent 1lim a, = a .
1w 1

Théoréme 1.3.10. (Bolzano-Weierstrass). lUne suite [a.]l bornée

&

possede une sous=-suite convergente.

Démonstration. Scit [ai] bornée ; la quantité a = lim sup a.
100 -

est définie ; nous allons construire une sous-suite convergeant

vers a , Pour tout e > 0 , 11 existe un nombre fini de i EIN

avec a. > a + £ et un nombre infini de 1 EN avec

1
]ai - al g ; soit i,€IN tel que la, - al € 1 ; soit ensuite
1
. . . 1 . . .
i, EN, i, > i, tel que la12 - al < > ; soit ensuite i, EIN,
i, > i, tel que |a, - a| < 1 etc... on obtient ainsi pour tout
3 2 g 3

k EN 1le terme a. avec 1, > 1 : |a. ® est donc une
1k k k+1 g k=1

sous-suite de [ai] 3 montrons qu’'elle converge vers a ; soit
€ >0 donné ; il existe N EIN tel qgue % < € ; alors pour

tout k > N on a

< < £,

la, - al s %

i
k

ce qui signifie aue lim a,-

ko Tk

[}
[1)]
s
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I.4. Espace R

s s ) . n . o1z [
Oéfinitions et notations. R est l’espace vectoriel des &léments de

la forme x = (xq, Xos wees xn] , ol xiEH? pour

i=1, 2, «eu, n . S ]

Le nombre |x| = (} xi)z est la longueur de x ER  ;
i=1

on remargue que, pour n = 1, cette nction coincide

avec la valeur absolue. Pour x, y er" , [x - vy
est la distance de x & vy. Pour a E Rn, P ER ,
B(a, o) = {x ER" : Ix - a

centre a et de rayon p . ACR" est borné s’il

< p} est la boule de
existe une boule qui le contient.

Théoreme 1.4.1. Soit x, v, Z ER" , AER ; on a
&) Iax] = Al ||
bY Ixty| < |x] + |y]
o) [xzyl 3 | [x] - |yl |

d) Ix-yl & lx - z] + |z - y].

Oémonstration. a) est une conséguence directe de la définition.

Pour démontrer b) on remarque tout d’abord que l'cn a 1l'inégaliteé

n
(0 %y < [x% Iy]® s (1)
i=1 77
en effet si y =0 (1) est vérifiée ; si y # D,nla fonction de
A ER définie par f(A) = |x + Ay|% = |x|% + 2 ATy v Ay ?
1=

est un trindme du second degré de signe constant ; (1) exprime
précisément le fait que son discriminant est non positif. On a alors

n
2 2 2 2 2
[x = y[7 = [x]" = 2121 x;¥; * |yl | |

< x| ez Ix] vyl + ly

2
= x| = [y
ce quil démontre b). c) résulte des deux relations suivantes qui

utilisent b):
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i+
I+

yle vl s Ix 2yl + |yl = |x 2 y] 2 x| - |y]

X
i

X
I+

I+

Iyl = Ty £ 33+ x| s |y 2 x|« x| = |y £ x| > [y] - |x]

d) est également une conséguence de b) en écrivant

[x =yl =[x -2) + (z-y)] s|x-z]+|z-y] Q.E.D.

Théoréme 1.4.2. Soit a, b ER" , o EIR.
al Si b € B(a, p), o > o alors
B(b, p - |b - a|l ) C 8(a,p)
B) Si |b - a| > p 2 o, alors
B(b, |b - a]l - o) MI{xER", [x - a] sp } =10

Démonstratiaon. a) Supposcns bEB(a,p) ; soit xEB(b, p- |[b - a| ) ;

on a (théoréme 1.4.,1. d)

x - al < |x-b] +|b-af <p-|b-a|+[b-a]-=
donc xEB(a,p), Q.E.D.

b) Supposcns |b - al > p ; soit xEB(b, |b - a] -p) ;

on a kthéogréme 1.4.1. c)

|x = al = |(x -b) + (b ~-a| 2 |b - a |x - B] > |b-a] -
(lb - a}- p) = 0,

et par conséquent xEB(a, p) .

e s n .. n . .
Définition. ACR est un voisinage de a ER s'1il existe

p >0 tel que B(a,plCA. AC R" est un snsemble ouvert, si A est

un voisinage de chacun des points qui le compose ; en d'autres termes
A est ocuvert si VaEA , 3p > o avec Bla,p)JCA . A c®rR" est un

. . p . C n
ensemble fermé& si son complémentaire A dans R gst ocuvert.

p
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ODémonstraticn. al et b)) résultent immédiatement des détinitions.
Pour vérifier «c¢j on remargus gue dp; > 0, e, > o avec Bla, p;J]C

et par conséguent B(a, min(p,,p2)) cA VB .

o
(W)
.
©
&)
8]

.. n . . , ,
Théorégme 1.4.4. a) 2 et R sont simultanément ocuverts et fermés ;

b) si a ER", {a} est un ensemble fermé ;

c) sia€eR", p ER , alors B(a,p) est un ensemble
ouvert ;

d) si a EZRn, p ER , alors {x ER" Ix - a] < p}

est un ensemble fermé.

Démonstration. a) Puisque @ ne contient aucun élément, @ satis-

fait & la condition des ensembles ocuverts ; par ailleurs visiblement
R" est ouvert-; finalement © = (R™MS et R" = (#)€ sont fermés.
b) est un cas particulier de d) (p =0) . c) si p £ 0, B(a,p) =140
est un ensemble ouvert d'aprés a) ; considérons le cas p > 0 ;

Soit x € Bla,p) ; d’'aprés le théoreme 1.4.2. a , B(x, p-|x - al)
cB(a,p) ; donc B(a,p) est un voisinage de x 3 ceci é&tant vrai
pour tout x € B(a,p) , B(a,p) est un ensemble ouvert. d) Pour p <

{x ER" |x - a] g o}

faut montrer que D = {x eRrR" |x - a] € p}® est ouvert ; soit x € D

@ est fermé d’aprés a) ; soit p > 0 ; il

on aura |x - al > p ; d'aprés le théoréme 1.4.2 b B(x, |[x - a|-p)c

donc D est voisinage de x ; ceci étant vrai pour tout x €0 , D es

ouvert et {x € R" |x - a| s p} est fermé. .

Théoréeme 1.4.5. A est un voisinage de a Eﬂ?nﬂﬂgi et seulement s’il

existe un ouvert O tel que a € 0 ¢ A.



Démonstration.

alors 11 exis
Bla,p) ocuvert

0 ouvert avec

a) Supposons
g Bla,p)CA ,
(théoréme 1.4
a e 0CA; p

p >0 tel que B(a,p)C0CA

Démonstration.

U
x E EIA A

Ai est un voi

de” x (théore

A est ouvert.

n
A= NA, ; so
i=1% 1
"donc (théoréme
est un voisina
est voisinage

gue A est vo

usage des regl

d'ensembles (.Y

donc les Ai

or
L —
w
(o
ot
8]
[
m
[

(9]
—t

Si tous 1
un esnsemb

d) Si tous 1

est finie,

.4. c). b) Supposons qu’'il existe

ar dé iti
; donc A

- une famil

es A, sont

on d’un ouvert, il exist

est un voisinage de a

le de

o
=

cus~ensembles des

guverts, alors U A,

. l
3
-~

m

-
{
4

es A; sont ouverts et si 1la famil

, alors i@IA4 est un ensemble ocu
— . . B g

es A{ scnt fermés, alocrs f;TA{

e

1le
vert.

est

es Ai sont fermés et si la famille

alors .9
igl

A. est un ensemble fermé.

3
-

a) Supposons que tous les Ai

Ji eI tel
sinage de x
me 1l.4.3. b) ;

b) Supposons
it x B A 3 A1
1.4.3. c) A1

que x E Ai

et par consé

solent ouverts,

; puisque Ai est ouve

quent

A est voisinage

ceci é&tant vrai pour tout x E A ,

A1, AZ’ .

e 9 A
n

n ouverts ; soi

et A sont des voisinages de- x

2

N A2 est un voisinage ‘de x 3 A

ge de x , donc (théoréme 1.4.3.

de x 3 le mém
isinage de x
c) et d) se

es de Morgan H

i€eJ ied

Fermés;on aura

c,)° = N_ct
1

e argument,
guelconque

déduisent de

répéteée
E A ;

c) (A, N A, JFWA
(n-1) F01s, mon

donc A e&st ouv

a) et b) en faisant

pour une famille

c

N c 2
(ie1hy)

ﬂ c
et (iEJCi)

U c
]

Soit

rt,

it

&

tre

erte.

{c.} gquelconque

i iged

Uec. . s
1EJC1 upposg

nsg
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A? est ouvert ; d’aprés al le membre de droite est un cuvert, donc
J; IAi est fermé. Supposcons les Ai fermés et la famille finie ; on
aura
) C - NaA® .

(ErA) = ieTAr ¢
Ag est ouvert ; d’aprés b) le membre de droite est un ocuvert, donc
O .
iEIAi est un fermé.
Définitions. Soit ACR". 1) L’adhérence (ou fermeture) de A

est le plus petit ensemble fermé contenant A ; l’adhérence de A est

notée par A . 2) ceR" est un point frontiére de A si tout voi-

sinage de ¢ contient un point appartenant &8 A et un point n’ap-
partenant pas a A ; en d'aﬁtres termes, ¢ 8 R" est un point fron-
tiere de A si pour tout voisinage V de c¢c on a VNA # @ et

\V f\AC # 8. 3) L’ensemble des points frontiére de A est la frontiére

de A . 4) agR" est un point d'accumulation de A si tout voisinage

de a contient un nombre infini de points de A .

Remargue. Soit AC.IRn ; soit {Ai}iEI la famille des ensembles

fermés contenant A ; ZRn(théoréme 1.4,4, a) est un élément de cette
amille qui n'es onc pas vide ; ensemble JI!I_ A, &@as ermé éo-
famill i n'est d id 1’ bl l@IAl t fermé (thé

reme 1.4.6. c) ; il est manifestement le plus petit des fermés conte-
nant A ; par conséguent A = igEAi (en fait ce raisocnnement montre

l'existence de 1'adhérence) .
Remargue. A est fermé si et seulement si A = A .

Théoréme 1.4.7. La frontigrel d'un ensemble A CIR” est un ensemble

fermé.

. . . c .
Démonstration. Supposons, par l'absurde, que T ne soit pas ouvert

alors 3ber® tel que toute boule B(b,p) ait, pour o > 0 , une inter-
section non vide avec I . Soit V un voisinage de b ; V contient

une boule B(b,p) avec p > 0 ; socit cEB(b,p)NT ;
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D'aprés le théoréme 1.4.2. a , Blc, p - |c - b|) = DCB(b,p) ;
D est un voisinage de ¢ ; puisque ¢ ET , D contient un point
a,E A et un point a,€E AC ; puisque DB C B(b,p)CV , a, et

1 2

a, EV ; V étant un voisinage de b quelconque, b € T , contradiction.

Théoréme 1.4.8. Soient A CLR” , I' la frontiére de A . Alors
A=AUT.

Démonstration. I1 suffit de montrer a) AUT est Fgrmé,

b) TCA . a) Montrons que B = (ALJF)C est oguvert ; soit x E B ;
dun voisinage V de x ne contenant aucun point de A , car sinon
puisque x £ A , x serait point frontieére ce qui est impossible ;
d’autre part, T é&tant fermé (théoréme 1.4.7) r°® est ouvert, donc
un voisinage de x ; alors V NT® est un voisinage de x (thécreme
1.4.3. ¢c) avec VNT® CB ; donc B est voisinage de x ; ceci
étant vrai pour tout x € B , B est ouvert. b) Montrons que x £ A

c
est un ouvert, donc

impligue x E T ; puisque A est fermé, A
un voisinage de x ; d’autre part AN A cA® M A =9 ; donc «x
a un voisinage qui ne contient aucun point de A ce qui implique

x ET .
Corollaire. Soient A CR" , I' 1la frontiére de A .
a) ANT = @ si et seulement si A est ouvert. b)I' CA si et seule-

ment si A est fermé.

BDémonstration. a) Soit ANTI =P et x E A ; alors il existe au

moins un voisinage de x contenu dans A , sans quol x E ' ce qui
est impossible ; A est donc voisinage de chacun de ses points ;
A  est donc ouvert ; réciproguement si A est ouvert, chaque x E A
posséde le voisinage A qui a une intersection vide avec AC ; donc
x BT .

b) Si T cA, A=AUT =A (théoréme 1.4.8) donc
A est fermé ; si A est fermé A=A = AUT ce qui implique gque

'ca .
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Théoréme 1.4.89.
est {x eR" :]x
{x ER" :|x - al
Démonstration.
Ix - al = p},

d’'apreés le théoreme 1.4.8,pour démontrer
d'établir la relation D =T .
cn a {(théoréme 1.
deux une intersection vide

Il reste donc a établir la

un voisinage de

contient un point de
d € B(d,n) ,

tout d’abord

alors on vérifie

Théoréeme 1.4.10.

s'il contient tous ses points

Démonstration.
c
A

est ouvert,

I' la frontiére de Bla,p) .

Scit

donc un voisinage de x

Soit a & R" ., p >0 . a) L'adhérence de Bla,p)

i
al] £ pt . est

| b) La frontigre de B(a,p)
. _
}

p

x - al € 0}, D= {xemr":
On a C = B(a,plUD ;

b} 11 suffit

Soit C = {x ER":

a) et

Par ailleurs, puisque C est fermé,
4.8) Bl(a,p)UTCC ; puisque T et D ont tous
avec B(a,p) on en conclut gue T CD .
relation D CT . Sgit d4dE D et V
d; 4dAn > 0 - B(d,n)cV ; montrons que B(d,n)
B(a,p) et un point de son complémentaire ;

d 2 B(a,p) ; soit £ =
d - £(d - a) & B(d,n) M B(a,p) .

mais min(n,pl)/(2p).

que
seulement

Un socus-ensemble de IRn est fermé si et

d’accumulation.

x B AD 3

nfest

ACR" . a) Supposcns A fermé et

disjoint de A ; x

donc pas un point d’accumulation de A .

d*accumulation ;

et, pour cela,

un point d’accumulation,
nant qu'un nombre fini de points
0 =£Ea2;|x - ai!) (sim=20,

est un voisinage de

b) Supposons gue A
soit

que AC

contienne tous ses points
c . c .
x E A” ; il faut montrer gue A est ouvert

est volisinage de x ; pulsgue x n'est pas

il existe un voisinage V de x ne conte-
g A ;

alors

soit
VAB(x,p)C A°
1.4,

a,i, 82,~--!am
1)

cl) ;

on pose p =

x (théorame 1.4.3. donc AF (théorame

est un voisinage de x
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I.5. Suites dans Rn.

e pr o sas ., n , . . n
Jéfinitions. Une suite dans R gst une application u :IN-+ IR ;

o )
on utilise les notations [ai]i=1 ou [ai] ou a a a signi-

1) 2: 32'--
fiant que u(i) = a; . Une sous-suite est une suite obtenue en sup-

primant des termes de la suite initiale. Formellement, on définit

une sous-suite de la suite p de la fagon suivante : soit g, : IN»> IN
strictement monotone, c’est-a-dire g(k + 1) > g(k) kEIN; alors

v : N »IR défini par wv(k) = p(g(k) est une sous-suite ; on utilise
la notation Fi‘]“ ou a; U Ay, A s A e signifiant

que g(k) = ik' kil k =1 k 1 2 3

La suite [ai] est bornée si l’ensemble des valeurs de la suite est
borné ou, ce qui revient au méme, s'il existe M E R avec iai§<'M

. . n .
i=1,2, 3, ... La suite [ai} converge vers a E R si

Ve > 0, 3Nte) 3 |a:.L - al < e pour 1 > N(e) ; la suite est dite

alors convergente, a est la limite de la suite et 1l'on écrit

a = lim a, . La suite [a.] est de Cauchy si wve > 0,3N(e) 3
e 1T i o
la. - a.] <e si i, § > N(e) .
1 J

On vérifie immédiatement qu’une suite convergente
est bornée et que toute scus-suite d'une suite convergeant vers

n ©
a ER converge également vers a .

Notation. Sgit A cR" et [ai] une suite dans r" ; on

gorit [ai] C A si aiE AVi 8 N.

Théoréme 1.5.1. Soit [a,lcR" , a, = (a, ,.a.
ot i i,17741
b= (b,, b bJER,
1 n

Les propositions suivantes sont équivalentes

, 2 i,n’

2,..-;

a) lim a; = b
i
b) lim a. _ = b s k=1, 2, «sss N
1o
c) Vvoisinage V de b , 3N tel que aie v

pour 1 > N .
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Oémeonstration. a) = b) . Socit € > 0 donné ; par hypothése
an la, - bl <e si 1 >N ; pour chague k =1, 2, ..., n, on a
alors a, -b | g la, - bl <e si i >N, don lim a, = b, .

| i,k Kl Ui ! » done I oo A,k k

b) = a) . Soit e > O donné ; par hypotheéese

ZBNk 9 [ai’k—bk[ <.e/n si 1> Nk et ceci pour chaque k = 1, 2,..,r

pour 1 > max(N,, N, «.., Nn} on a

1 2
1) 2 1 n 2 1
_ - ' 1 2 2 _ .
lay -6l = ( Ly (ay o057 < (L, (e/n)7) /YA < e
donc 1lim a, = b .
. 1

1=
al=>c) . Soit V un voisinage de b et p > O
tel que B(b,p) <V ; par hypothése il existe N tel que }ai - bl <p

pour 1 > N ; donc aiE V' pour 1 > N .

c) = a) . Soit € > 0 donné ; B(b,e) est un voisinag

de b ; il existe donc N tel gue !ai -b| <e si i >N.
Corollaire. La limite d’'une suite convergente est unigue.
Démonstration. Pour n =1, le fait est établi par le corollaire

du théoréme 1.3.8 ; le thécoréme 1.5.1. b 1le généralise pour n

gquelcongue.

Théoréme 1.5.2. Soit [ai]CJRn, [b,] cr", [v,ICR , © er" ,

§ ER . On a
~a) lim a, = a limb, = b = }1m[ai + bi) = a + b ;

i 1> i+
b) 1im a, = a = 1lim (da,]) = da ;
i > i 00 1
c) lim Yi = vy == lim Yic = YC
i+00 i-)oo
d) [y;] borng , lim a, = 0 = lim y;8; = 0
* i © i+ +
e) lim vy, = 0 , [a,] borné = 1lim y.a, = 0
. i i : i1
1l 100 .
. = 3 = 12 = i
f) lim s Y , lim a, a == lim Y@, va ;

g 100 i+ . , 4
g) Yi #0 VieN, lim Yi = v #0 , %1m a; = a = %1m ;‘ai = ? a .

1 -0 1->co 7 00 i
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Démonstration. a) Scit € > 0 donné ; par hypothése ‘_‘EN1 et N

2
- [ai - a] < e/2 pour i > N, et ibi - b] < &/2 pour i >N, ;

pour i > max(N,, N.) on a |(ai + b)) - (a+ b)| < [ai - al +

2

|[b. - B] <€ ; donc 1lim(a, # b,) = a + b .
i iow 1 i

b} Si & = 0 , 1'affirmation est triviale ; supposons
§ #0 et soit € >0 donné ; par hypothése 3N 3 lai - al < €/8

pour i > N; donc pour i > N : iéai - 8al = |8] Iai - al <e;
donc 1lim 8a, = Sa .
ivo 7

c) Démonstration analogue a b) .
d) Par hypothése, 3 M ER avec {yi!'< My i BIN .
Sgit € > 0 donné ; par hypothése, 3N 3 lail < /M pour i >N ;

alors pour i > N, IYiai! = [Yi[ ]ai} < M-e/M = ¢ ; donc
lim yv.a. = 0 .
The 11
e) Démonstraticn analogue & d) .
f) On a Yiai = Yi(ai - a) + Y;a 5 on utilise les
résultats a), b) et d) ; [Yi] est horné, lim(a, - 2) = 0 , donc
100
lim v.(a. - a) = 0 et 1l'cn a 1lim yv.a. = lim y.a = vya .
) 1 i+ 11 i 1

g) En tenant compte du résultat f , 1l suffit de

montrer que 1lim 1/Yi = 1/y ; on a

i
111 YUY |
L —_t ;

il faut montrer gue la limite du membre de gauche est nulle ; or

Iim (v - yi)/y = 0 ; il suffit donc (résultat d) de montrer gue la

i co

suite [1/Yi] est bornée; or, par hypotheése, il existe > 0

< < o

P
tel que Yy >0 Yi EIN et par conséguent tel gue 7o S %
i

Théoréme 1.5.3. [ai]CTJRn converge é#[ai] est de Cauchy.
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Démonstration. a) Supposons gue lim a, = b et montrons que f[a,]
i+ L 1
est de Cauchy. Soit e >0 donné ; 3N 3 |a, - b] <e/2 si 1 >N
alors i, J > N implique Iai - a,| % |a, - b| + |B.-a,| < e/2+e/2 = €
J ‘ I .

b) Supposons [ai] de Cauchy ; posaons

= ® 9 8 3 H 1 & i i i & ia C'nc:}
a, (ai,1’ ;27 ai,n) ; on vérifie immédiatement que [ai,k]1=1
est de Cauchy pour chague k =1, 2, ...n ; d'aprés le thécréme 1.3.89
chacune de ces n suites possede une limite ; soit bk = lim a, K
ise 77
et b = (bq, bz, «es., B ) ; d’aprés le théoréme 1.5.1. lim a. = b ,
n ico i
donc . [ai] est une suite convergente. JeE.D.
Théoréeme 1.5.4. (Bolzano-Weierstrass). Une suite bornée {r:aj._}C.ER‘%”E
posseéde une sous-suite convergente .
Démcnstration. On utilise le théoréme 1.3.10 valable pour des suites
dans IR . Notons a, = (a, ,,+.s, a. _) ; puisque [a.]1CR" est bornée
i i,1 i,n o 1 -
il en va de méme de chacune desoo n suites [ai,k]i=1IR ; [ai,1li=?
possede une sous-suite [ai ’1]j=4 convergente ; posons
(1) n . (1) e . .
a, = a, ER ; la suite [a. 1. CIR posséde une sous-suite con-
J 1 J,273=1
vergente [a(?} 1° ; posons 52] = é?) ; la suite [éZJ ]wg%R
Jlaz 2=1 L 3y 2,37 2=

posseéde une sous-suite convergente ; en répétant n fois <ce processus
. , . . . [n)]°°
d'extraction de sous-suites on obtient une sous-suite [ai 5= de la

suite initiale {ai] telle gue chacune des n suites

(n) ;®

[ai n]n—1 converge ; ceci entraine (théoréme 1.5.1) la convergence
, =

.. Nl e
de la suite [éi PR

Théoréme 1.5.5. A CR" est ferm & toute suite convergente

é
Eail C A converge vers un &lément de A .
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. . ., n . ..
Démonstration. a) Soit A CIR fermé et soit [ai] C A avec

lim a, = a 3 il faut montrer que a € A . Supposons, par l’absurde
%32 a g A; soit V un voisinage de a ; 3N 3 a.EV pour i >N
(théoréme 1.5.1.) ; tout voisinage V contenant u; pocint de A et
un point de AS(1e point a précisément), a est point frontiere, ce

gui est impossible (corocllaire du thécréme 1.4.8).

b) Soit A non fermé et construiscns une suite
[ai] C A telle que %im a. 2 A . Puisgue A n'est pas fermé, il
existe un point ?rcnt%g?e a de A n'appartenant pas @8 A (corcllaire
du théorame 1.4.8). Yi EN , 3a.€ Bla, %) M A . Il reste alors 2

montrer que 1lim a, = a ; soient € > 0 donné et N € 1/N < € ; alors
1 ->o0
pour i >N |a - ai§ < 1/1 < 1/N < g Q.E.D.



I.6. Continuité.

Définition. Soit ACR" et f : A-+R" une application de

A dans R™ . f est continue en a £ A sive >0, 38(eltg x E A

et |x - al < 6(e) impligue |[f(x) - f(a)| < e . f est continue

si f est continue en tout a E A .

. .. n m C L. .
Théoréme 1l.6.1. Soit f : ACR —+IR . Les conditions suivantes

sont éguivalentes : a) f est continue en a € A ;

i
b
-

b) pour toute suite [ai] CA avec 1lim a,
i+
on a lim f(a.) = f(a) ;
i >0 1
c) pour tout voisinage W cR" de fla) , 11

existe un voisinage VCIR" de a tel gue

FIVNAICW .
Démonstration. a) = b) . On suppose f continue en a et [ai]€:
avec }im a, = a ; il faut montrer gue }im F(ai) = f(a) . Soit e >
donné %+wpar hypoth&se, dn > 0 3 |x - aT+? n, x EA implique
| f(x) - f(a)| < € ; d'autre part, 3N 3 [a; -al <n si i>N;
donc ]F(ai) - f(a)] <e si i >N ce qui‘signifie }im ?(ai) = f(a

i o0
b) = c) . Supposons, par l'absurde, b) vrail et
c) faux. Dire que <c¢) est faux signifie gu’il existe un voisinage
WCR" de f(a) tel que pour tout voisinage V CR™ de a i1l
existe x EVMA avec f(x) E W ; en particulier Vi EIN ,
Ja; € Bla, 1/1) M A avec fla,) £ W ; on vérifie aisément que

lim a, = a; par contre (théoréme 1.5.1.) [F(ai)] ne converge pas
i+
vers f(a) , contradiction.

c) =a) . On suppose c) vérifié. Montrons que
a) est également vérifié ; soit € > 0 ; il existe V , voisinage
de a , tel que x E VMA impligque f(x) E B(f(al), €) ;
3n > 0 3 B(a,n)CV ; par conséguent |[x - al <n, x E A impliqus

[f(x) - f(a)| < € donc f est continue en a .
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Théoréme 1.6.2. Soit f : ACR" +IR™ et soit fot AR,

k =1, 2,.., m 1les applications telles gque Ff(x] = [?1(x3,€2[x),.QFm(x}
ER" ¥x E A . Alors f est continue en a si et seulement si les
m applications €1""’¥m sont simultanément continues en a .
Démonstration. On utilise les thécrémes 1.5.1. et 1.6.1. . On a
f est continue en a & pour toute suite [ai] CA avec lim a, = a
) i+
on a lim f(a,) = f(a) <> pour toute suite [a.]1CA avec 1lim a, = a
i->w 1 1 i >0 L
on a %i: Fk(ai) = Fk(a),k = 1, 2540, m ¢;¢ F1, ?2,.., Fm sont

simultanément continues en a .

Théoréme 1.6.3. Soit c ER" . La fonction f : R" —— R"™ définie

par f(x) = |x - ¢| est continue.

Démonstration. Montrons que f est continue en un point a € r" .

Le théoréme 1.4.1. c) donne

[F(x) - fla)] = ||[x-¢c| - ja-cl|g |J(x=-¢)=-"(a~-2c)| =|x - a
donc |x - a] £ € implique |[f(x) - f(a)| € € . Q.E.D.
Définition. Spient A et B deux sous-ensembles de IR . On

appelle trace de B dans A l’ensemble B MA .

Théordme 1.6.4. Soit £ : A —— R"  une application définie sur

n . . : P
un sous-ensemble A de R . Les conditions suivantes sont équiva-

lentes
a) f est continue dans A ;
b) Pour tout cuvert W cr™ s ¥—1(W3 est la trace d’'un ouvert de
an dans A ;
c) Pour tout fermé WCR", F_q(W'] est la trace d'un fermé de

R" dans A .
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Démonstration. a) = c) Soit W' C R™ un sous-ensemble fermé, et
notons B la fermeture de f W') (dansR™). O0na BNAD F_q(W').

Or, étant donné b E B MNA , il existe une suite [bi}C:F_1(W') qui

-1
(

converge vers b . Puisque f est continue, [?(bi)] converge vers
f(b) donc f(b) € W' . Par conségquent b E F_q(W') , d'od €“1(W')
BEnNa.

c) =b) Socit W C:]Rm un sous-ensemble cuvert, et

notons W' : Ww® . Par hypothése, on a ¥_1(W') = F-1(W’]f7A . Notaons

Q=7 (W') .Si at€f (W , alors a £ ' (W') = "(WIOA »

donc a 2 f (W') . Ainsi Foq(WJC:Q YA . Soit maintenant b EQNA .
—_—— e

Ona b B f (W) donc b E F—1(W') = £ (W) NA et par conséguent
b e £ (W) = CA&“(wﬂ . Ainsi F (W) = 00A .

b) = a) Etant donné un point x € A qgquelcongus,
soit V un voisinage de f(x) et g(?(x],p) C.V une boule ouverte
centrée en f(x) . Par b) on peut écrire F_q(g) = QNA , od @
est un ouvert de R contenant x , et F(QQA) =B CV . 0On en

conclut que f =est continue en x grace au théoréme 1.6.1. §.E.D.

Corocllaire.

(i) Soit A un ouvert de R" et £ : A — R" . Alors £ est conti-
nue si et seulement si pour tout ouvert W cr™, ¥-1(W) est
ouvert,

(ii) Soit A un fermé de R et £ : A — R" . Alors f est

continue si et sesulement si pour tout fermé W' CJRm s
F—q(W') est fermé.
(iii) En particulier :
£ : R —> R" est continue & L’image inverse de tout ocuvert
est ouverte
& L'image de tout fermé est

fermée. "
Démonstration. (i) et (ii) sont évidents. Comme IR est a la fois

ouvert et fermé, (iii) résulte de (i) et de (ii) .
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Théoréme 1.8.5. Soient f : ACR" —R" , g : BCR" —>Ir"
avec f(A) CB et h : A —>RP définie par h(x) = g(f(x)) , x E A

Supposons f continue en a et g continue en f(a) ; alors h

est continue en a .

Démonstration. 0On utilise le théoréme l.6.,1. Socit Z CIRp un voi-

sinage de h(a) ; puisgue g =est continue en f(a) , il existe

W CIRm‘ voisinage de f(a) tel que g(W MB)JCZ ; puisgque + est
continue en a , il existe V c:m” voisinage de a tel gue
fFEVNA) C W 3 puisque F(A) CB on aura f(VNAICWMNB et
h(VAA) = g(fFVA A CgWNB) CZ . 0.E.D.

Des théoremes 1.5.2., et 1.6.1. on déduit immédiatement le théoreme

gui suit,.

Théoreme 1.6.6. Soient f et g : Ac:B?n —+R" continues en

at A ; soit  ER

a) Les fonctions f + g et Ag de A dans. IR™

sont continues en a ;
b) Si m = 1, la fonction f . g de A dans IR
est continue en a ; si, de plus, g(x) # 0V x € A, alors la fonc-

tion f/g de A dans R est continue en a .

Définition. Soit £ : ACR" —>R™ et soit a un point
d’accumulation de A (appartenant ou non &8 A) . On dira gque ¢ ER™
est la limite de f(x) lorsgue x tend vers a si Ye > 0,

36(e) >0 telque O0< |x-al <6, xEA, implique [f(x)-c| < ¢

on écrira alors 1lim f(x) = c -
X > a

Théoréme 1.6.7. Soit £ : ACR" —R™ st soit a un point

d'accumulation de A . Les conditions suivantes scnt équivalentes

a} iim F(x)} = ¢
X+a
b) pour toute suite [ailéiA telle que 1im a., = a
. s 300
i

etai%aVi EIN on a limf[ai}=8 .

1o
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Démonstration.

‘a)} = b) Supposons limf{x) = ¢ et scit {ai]CA ,'ai #avVielN ,
x+a
lim a, = a ; montrons gue lim f(a.,) = ¢ . Soit € > 0 donne ;

i >0 i o0
par hypothése, il existe n > 0 tel que 0 < |x - a] <n, x EA

implique |f(x) - c| < e ; il existe également N tel que
Iai - al <n pour i >N ; puisgue a; # a on aura | fla,)-c| < ¢
pour 1 > N et par conséguent 1lim F(ai) = C .

)

b) = a) Supposons, par l’absurde, gue la condition
b) soit satisfaite mais que la condition a) ne le soit pas.
Dire gque la condition a) n'est pas réalisée signifie qu'il exis

€ > 0 tel gue pour tout n > 0 il existe x tel que

0 <|x-al <n, x€EAet |flx)-c| >c¢e; en particulier ¢Yi €N
da, tel que O < |x - a,| <=, a,E A et |Ff(x) - c|] e ;
i i i i
on vérifie immédiatement gue lim a, = @ mais gue la suite
i->o0

[?(843]2;1 ne converge pas Vvers c .

Corollaire. Soient B CA CR" , @ un point d’accumulation de
B, f: A—R" et g = f/B la restriction de f & B .

Si 1im f(x) = c , alors 1lim g(y) = c .
X+a y-a

Démonstration. Quelle gque soit la suite [yi] de points de B

qui converge vers a , on a g(yi) = F(yi] et par conséguent
lim g(y.) = 1lim f(y,) = ¢ . Donc 1lim g(ly) = c . Q.E.D.
) i . i

1 -0 1> y->a

Théoréme 1.6.8.S0it f : AC R" — R™ et soit a un point

d’accumulation de A . La limite de f(x) 1lorsque x»a , si elles

existe, est uniqgue.

Démonstration. La limite d'une suite est unique. Il suffit donc,

d'aprés le théoréme 1.6.7, de montrer gu’il existe une suite
[ai]CA telle que 1lim a, = a et a # a Vi EIN . Puisque a
10 -

est un point d’accumulation le voisinage B(a, 1/1i) de a(i € NJ

contient une infinité de point de A donc au moins un point

a; # a ; on vérifie immédiatement que lim a, = a .
: 100
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Théordme 1.5.9.50it f : ACR" — R"™ et soit a € A un point

~

d’accumulation de A . Alors f =est continue en & si et seule-

ment si 1imf(x) = f(al) .
X-+a

Démonstration. a) Supposons f continue en a ; soit € > O

donné ; 38 3

x - al <8, x €A implique |[Ff(x) - f(a)] < e ;

par conséquent 0 < |[x - a] < &8, x € A implique '|f(x) - f(a)| < ¢
ce qui signifie que 1lim f(x) = f(a) .
X>a
b) Supposons que 1lim f(x]) = f(a) ; scit € > O
X>a

donné ; 38 3 0 < |x -a] <8, x €A implique |f(x) - f(a)| < € ;

pour x = a , on a |f(x) - f(a)] = 0 < e ; donc |x - a|l < ¢ ,

x E A implique |[f(x) - f(a)| < € ce qui signifie que f est

continue en a .

Des théorémes 1.5.2. et 1.6.7. on déduit immédiatement le théoréme

qui suit.

Théoréme 1.6.10. Socient f et g : ACR" — R" ; solt a un

point d’'accumulation de A ; on suppose lim f(x) = c ,
X+a

lim g(x) = d ; soit encore X ER .
X+a

al) lim (f + g)(x) = c + d ; lim (AFf)(x) = Ac -

X+a x+a
b) Si m= 1, 1lim (f « g)(x) = cd ; de plus
X>a

si g(x) # 0 VxEA etsi d#0, alors lim (f/g)(x) = c/d .
X+a
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I.7. Compacts. Continuité uniforme.

Définition. Une famille k{gi}iET od tous les Gi sont des

cuverts de Rn est un recouvrement cuvert de A CjRn si A<:4%I Di

Théoréme 1.7.1. Soit ACR" . Les propriétés suivantes sont équi-

valentes.

a) A est borné et fermé ;

b) de toute suite [ai]C:A , on peut extraire une
sous-suite convergeant vers un élément a de A ;

c) de tout recouvrement cuvert de A on peut
extraire un recouvrement fini de. A , c’'est-&-dire une sous-famille

ne comportant gqu’un nombre fini d’éléments .

Démonstration. a) =»b) On suppose A borné et fermé et soit

[ai]C:A ; cette suite est bornée et posseéde donc par le théoreme
de Bolzano-Weierstrass (théoréme 1.5.4) une sous-suite gqui converge
vers un point a ; puisque A est fermé, a € A (théoréme 1.5.5]).
b)=c) On suppcse gue A posséde la propriété b).
Soit {Di}iEI un recouvrement ouvert de A . Considérons un élément
x E A et l’ensemble des boules (non vides) de centre x et conte-
nues dans au moins un des ouverts Di du recouvrement ; 1l existe
au moins une telle boule puisgue x appartient & 1'un des Di au
moins ; soit Ex CR 1l'ensemble de tous les rayons de ces boules ;
si cet ensemble est borné on pose po(x) = sup Ex ; si cet ensemble
n'est pas borné, on pose p(x) = 1 ; x pouvant étre un élément
guelconque de A , on a en fait défini une application de A dans
R qui & x fait correspondre p(x) > 0 . Nous pouvons maintenant
décrire un processus d’extraction. Soit 818 A ; on considére la
boule B(a1, o[a1)/2) = 51 ; si A C 81 s
sinon 3a26 A f\B: et soit alors Bz = 5(32, p[az}/Z) ; si
A CZB1(J BZ le processus estterminé ; sinon 3538 AN (51 LJBZ)“
et soit alors B, = Bla p(a33/23 ; si A C.Bq UB,UB le

3 3’ 2 3
processus est +terminé ; sinon il existe 2, g A(’)(B1 U BZ L}BBJC etc.

le processus est terming
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Nous envisageons deux alternatives. 1 cas. Le processus s’arréte

aprés n pas ; alors A C181 LJBZ LIBB ...lJBn ; par construction
il existe un ouvert Oi du recouvrement qui contient Bk , de sorte
k
que la sous-famille finie 0. recouvre A : AC 0, U 0, U
i i i
kjk=1,..,n 1 2

"'L)Di . 2 cas. Le processus est infini ; montrons que cette

n
hypothése conduit & une contradiction et gu’elle doit par conséquent

9 3 o m
gtre exclue ; le processus infini définit une suite [ai]i—1 dont

on peut extraire, par hypothése, une sous-suite ay ® conver-
, K| k=1

geant vers un point a E A ; cette sous-suite est de Cauchy (théoréme

1.5.3), d’o0 1'on conclut facilement que 1lim |a. - a, = 0 ;

koo | Tkt Tk
par construction O'ai ] /2 £ a; - a, et par conséguent
k k+1 Tk
lim pfla. = 0 . Soit N et N tels gue a. - al < plal)/s
i 1 2 i
koo k k

pour k > N et pla. < min(1,p(al))/8 pour k > N_ ; soit

1 { i, 2

K
JENJI j > max(N1,N2} ; on vérifie immédiatement (théoréme 1.4.2 a)

la relation B(ai , pla)/4)CB(a, p(a)/2) ; d'autre part il existe
J
i €I tel que Bla, pla)/2) C Oi et par conséqguent B(ai »pla)/43Co,
cette derniere relation impligue, par définition méme de p[ai ]
J

gue p[ai } > min(1, p(al)/4) 2 min(1,p(a))/4 ce qui contredit
puisque j > NZ ; la relation p{aik} < min(1, p(a))/6 .

c) =sa) On suppose que A jouitde la proprigété cJl.
Montrons d’abord gque A est borné ; considérons la famille :
{B(x,1)}XEA gul est manifestement un reccuvrement cuvert de A ;
par hypothése, on peut extraire une famille finie correspondant
& des centres 845 85, «e, @, 0N @ donc A(Cigq B(ai,1) et par

conséguent |x| < (max iai[) + 1Y x € A ; donc A est borné.
i=1..n

Montrons encore que A est fermé ; soit a € AC ; il faut montrer

que A® est un voisinage de a ; soit C, = {x eRrR" : |[x - al> %}

Ci est ouvert (théoreme 1.4.4 d} ; d'autre part ﬁ Ci est IR"
o i=1
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entier moins le point a qui n'appartient pas a A ; donc {Ci}ie N
est un recouvrement cuvert de A dont on peut, par hypothése,

extraire un recouvrement fini C, , C, , ..., C. 3 soit 1, > i, >
- 1, i, lj J J=1
g3 alors A C Ci et a € B(a,'l/ii) C C? C A® ce qui
J N J
montre bien que A® est un voisinage de a .

Ill>-i

Définition. A  est un compact de R" s'il satisfait & 1'une des

propriétés a), b) ou c) du théoréme 1.7.1.

.Corollaire du théoréme 1.7.1. Un sous-ensemble fermé d'un ensemble

compact est compact.

Démonstration. Un sous=-ensemble d’'un ensemble borné est borné.

Des théorémes 1.7.1, 1.4.4, 1.4.7, 1.4.9, on obtient le théoréme

suivant.

Théoréme 1.7.2. Soit a ER" , p ER , 0>0 . Les ensembles
{x ER" : |x - a] £ p} et {x ER" : |x - a|] = p} sont compacts.

Théoréme 1.7.3. Soit £ : ACR" —» R"™ continue , A compact ;

alors £(A)C R™ est compact.

Démonstratiaon. Soit {Di}iEI un recouvrement ouvert de f(A) ,
et Bi un ouvert de R" tel que F_1(Di) = Bifﬁ A (théoréme 1.6.4).

La famille {Bi}iEI est un recouvrement ouvert de A dont on peut

extraire un sous-recouvrement fini (thécoréme 1.7.1) noté {?i .
k

I1 en résulte que la famille finie {Di 1 recouvre déja f(A). Q.E.D
k
Corollaire. Sgit £ : ACR" ——eﬁPm continue, A compact.
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Théoréme 1.7.4. Soit f : ACR" —+ R continue, A compact non

vide. Alors f prend son maximum et son minimum sur A , c'’est-a-
dire:il existe a et b E A tels gque fl(a) 2 f(x)] et Ff(b) ¢
F(x)V x EA . ‘

Démonstration. L’image f(A) est compacte, donc fermée et bornée,

donc m = sup f(A) et m' = inf f(A) existent. Comme par définition
ce sont des points frontiéres,ils appartiennent & f(A) (corollaire du
théoréme 1.4.8). Il existe donc a tel gque fl(a) = sup f(A) et

b tel que f(b) = inf(AJ). - Q.E.D..

Théoréme 1.7.5. Soit £ : AC R" —=R™ continue, -injective,

A compact. Alors ¥-1: F(A)C R — k" est continue.

Démonstration. - L'image inverse par ¥_1 d'un fermé& W est 1l'image

directe par f du fermé W . Or W CA est compact (corollaire
du théoréme 1.7.1), son image par f est compacte((théoréme 1.7.3)
donc fermée. Par conséquent ¥-1 est continue (corollaire du théo-

réme 1.6.4).

Théoréme 1.7.6. (Lebesgue) Etant donné un scous-ensemble compact

n . .
ACTR et un recouvrament ouvert de A , 1l existe un nombre p > O
tel gue pour tout x 8 A, la boule B(x,p) est contenue dans 1l'an

au moins des ouverts du recouvrasment.

Démonstration. Scit {0.,},.. un recouvrement de A . Quelqgue
RN

scit 2 A il e ste une b = 8¢ of{x1} conte 2 1 s 1'ur

8C01T X & , 1L existe une bouls BiX, pDUiXJ contenue dans dn

des G au moins. Du recouvrement {B(x, p(x)}/2} on psut ex-

traire, par hypothése, un sous-recouvrement fini

Spgit p = inf (Oixi}/ZJ, et x 8 A un &lément gue

3

Y
un 1 tel que x E B(xi, p(x,)/2) et par conséquent tel que

Blx,p) C:B[xi, p(xi}} . Par construction B(Xi, e{x.,)) -est contenue

dans 1’un des 0O, et le thécréme est démontré.

o
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Définition. Scit A ACR — R ., ¥ est uniformément contin
si Ve >0, 3&e) >0 indépendant ce a & A tel que Ix = al < 8¢
x B A dimpligus [Fix) = fla)] < e .
Remargue. La continuite de F [(dite parfocis continuitd simpls
s'exprime de la facgon suivante
Ve >0 ,¥Ya & A, 3dnle,al >3 3 |x =2 <nleg,al , x A
impligque |f(x) - flal)] < e .

n m
Thécréme 1.7.7. Scoit ¥ ACR -—rR continue, A compact.
Alors f est uniformément continue.
Démonstration. Soit € > 0 ; puisque f est continue, Va € A,

dnle,a) >0 tel que x 8 A, |x - a|l <n (g,a) 1implique

|f(x) - f(a)| < e/2 . La famille {B(a, nle,a)/2}_., forme un

-

recouvrement ouvert de A(théoréeme 1.4.4 c) d’'ol 1’on peut extraire

un recouvrement fini correspondant aux centres 815 855 sens ap ;

ainsi ACW B(a, nle,a)/2) . Posons &(e) = (min nle,a,))/2
i=1 - i=1:2:--:P *

soit a et x E A, |x - a|l < &8(e) ; il existe j €IN avec

1< Jsp tel que a B B(aj. n(e, aj]/ZJ ; alors x € B(aj, n(e, aj

et par conséquent '

| f(x) = fla)] < |[f(lx) - F(ale + |¥(aj) - fla)| < e/2 + /2 = ¢
Q.E.D.

Définition. Soit f : ACR" — R" ; soit ECIR, 1l'ensemble
des valeurs ¢ telles que soit définiela quantité

w(s) = sup |f(x) = f(a)] ;
|x=a|<8 ‘
x, atA

w : E +ZR+ est le module de continuité de f .

Théoréme 1.7.8. Soient f : ACR™— R™ , w (8) 1le module de
continuité de f . f est uniformément continue si et seulement

si lim «(§) = 0O .
§->0
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Oémeonstration. On remarcue dfabecrd gue 1l'expression 1im w{§)
-
8-
[ s s N 2 R H RPN ] - fng
n'a de sens gue si 0 =est un point d’accumulation du domaine E
§ & D a = 27 P 3 3 - -9 M b < - =
de définition de W ; ¢cr il est clair gue =i ) < 8; < &, =2t gue
{ = 5 L 2 3 _a+ =2 N
si W est defini en &, , alors @ est aussi défini en &, ;
§ P + H + -~ - 5 - 3 du - -
donc O est point d’accumulation de E si et ssulement si E

a) Supposons d'abord gue f est uniformément

Lo . : - - | 1 -~ -~ A . . s
continue ; soit e > 0 donné ; 38 3 |[x - al <8, x, a € A impligus
| f{x) = f(a)| < €/2 ; cela signifie en particulier que w(38/2) =

~r ~ -~ '

sup | f(x) = f(a)| g sup |F(x) = f(a)| € /2 < g ; donc w

x-a|<8/2 | x-a| <3
x, atA x, atA

est défini pour ¢&/2 > 0 ; par ailleurs, W est manifestament une
fonction monotone croissante c'est-a-dire w(d8;) < @w(8,) si
§; € 8§, ; donc w(8) < e si 0O < &8 < &§/2 3 ceci prouve gue

lim®@(§) = 0O .
§-0
b) Supposons que le domaine de définition de

contienne l1'intervalle [0,a] avec o > 0 et supposons 1lim w(8) = O
§-0
Soit € > 0 ; il existe § tel que 0 < 6§ < § implique w(8) < ¢ ,

en particulier w(§/2) < € et par conséguent |[x - a| < §/2
x, a 8 A implique |f(x) - f(a)| < e ; f est donc uniformément

continue.



=
(s8)
wn
0D
+
s
®
wn

PP . © n . , ..
Définiticns. Sgit [a.}i_1 CR une suite. A cette suilte

1

. . o @ N .- . =
associe la suite [b,m]m_1 CR des sommes partielles ou Sy T

2, gonverge v

n

i
e

[T s =

1

-
&

wm

Il.[\/J 8

oo
L’expressiaon } a. est une série. La série

4

a est

[N
C
3
[
ct
2]
bbAJ
O

. .
a ER si 1im § = a ; on rs as=
M- i

il w18
)

e

somme de la série. La séris
o0

N
e

pde

e e
0}
0
0
3
e p”
]
3
Q
w
[§1)
o -

W

da

de nombresnon négatifs

0
0
b
<
m
"3
[1}¢]
M

[T e |

[N

Oes théorémes

suivant.

Th

[())
[ug

oréme 1.8.1. Soient [ai}C:Rn, [b;}C]Rn, a. = (a, ,cee5a.

_ A n
c = (01,02,...,cn; ER , ) ER .,

0~ 8

o«
a) ) a, = c si et seulement si
i=1 1 1 Yk

<o o]
b) Si ) a5 et ) bi sont des séries convergentes, alors
i=1 =1

a, + ) b, et ] (ha,) =i ] a

i

co

) (a,+b.) = :
=1 * 1 1t

1

1

"~ 8k

De méme le théoréme 1.5.3. implique le théoréme suivant.

Théoréme 1.8.2. (critére de Cauchy). Soit [ai]cm”. Alors

converge si et seulementsi Ye >0 3N tel que |

"~ R
W

pour k > j > N .,

Corollaire 1. Si a, converge, alors 1lim a; = 0 .

1 1500

1
a

J

ne~1 8

i

: J
Démonstration. Ve > 0, 3N »> |

e~ +

. i
i

Remargue. La propriété 1lim a; = 0 est une condition néces-

i o0
saire mais non suffisante de convergence.

l,- 1
(@]
F,J
@
cf
}-_l
()
N
O
3
0.
(O
.
(o
r.-l
ot
[=H
3
3
(D
a.
'.,.I
[4)]
ot
[}
3
[0}
3
ot
l“ .
(U]
ct
pu

i 1 i i
1

soclument si 1la

[

"3

wr

a, <o, Ppour k= 1,2,..,n

| = |a,] < e ; donc 1lim a,=
J j-)-oo J

a.

1
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0
Ainsi, la série harmonique dans IR , E 1/i diverge, bien que son
i=1

. tarme général 1/1 converge vers 0O lorsque i»>® .

Corollaire 2. (séries alternées). Soit [ai]CB? telle que
1)y .oay € OVWVi eEN , 2) [ai+1} < Iai! ¥ ieN, 3) lima, =0
© i o0
Alors la série ) a, converge.
j=1 *
Démonstration. Les conditions 1) et 2) impliguent que
k
) ai] < laj] pour k > j ; la condition 3) montre alors que le
1=]
critére de Cauchy est satisfait.
Lorollaire 3. (comparaison de séries). Soient_ [ai]C:Rn ,

[c.]CR, telles que 1) |a,| <c,ViEN, 2) ] c, converge.
i * i i TR

Alors ) a; converge.
i=1
-]
Démonstration. Soit € > 0 donné. Puisque Z ci converge,
k i=1-"k ook
3N 3 Je < pour k > j > N ; mais alors- | } a,| ¢ J c;<e

i=] i=] i=]

€

(-]

donc la série )) a; satisfait au critére de Cauchy et convergs.
i=1 ‘

En particularisant le corollaire 3 du cas c; = Iail, on obtient

le corollaire suivant.

Corollaire 4. Une série absolument convergente converge.

Définition. Soit [ai]Cﬂ?1‘. La série ] a, est bornée si
i=1 m .

la suite [Sm]m=1 des sammes partlelleg Sm = i§1ai~ est bornée.

. , ©
Théoréme 1.8.3. Soit [a;]JCR avec a; > 0 ; alors la série 1 a,
i=1

converge si et seulement si elle est bornée.
(-]
De plus 2 a, = sup ( ? a.) .

i1 ' e i=1?
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Démonstration. En effet la suite des sommes partielles est monotor

croissante. Si elle convergs, elle sst bornée ; si elle est bornée,
elle est majorée et donc converge (théoréme 1.3.4) ; 1'égalité est

également une conséguence du théoréme 1.3.4.

Théoréme 1.8.4. Soit [a.1CR" , a. = (2. , @, s0ee, a, )
1 1 11 12 1n

a est absolument convergente si et seulement si les n séries

a; (dans R), k = 1,2,..,n, sont absolument convergentes.

i=1 7k
o0
Démonstration. a) Supposons que .2131 converge absolument ;
i=
< 0
1§1|aik| converge puisque laik < lail = c; etaque i§1|ai]

converge (corollaire 3 du théoréme 1.8.2) .

[+ -]
b) Supposons que Zlaikl converge pour k = 1,2,.

n ; en désignant par LkEZRn 1’élémé;% dont toutes les composantes
n
sont nulles sauf la kiéme qui vaut 1 , ona a, = § a, & ;
i, "k
k=1 "k
n n
. par conséquent |ai| < ) la; | |2 ] = 1 Iai | . La séris
k=1 *k k=1 Tk

© n
D) Iai |) est convergente (théorgme 1.8.1 b) ; donc la série
i=1 k=1 k

. -]

) Iail converge (corollaire 3 du théora2me 1.8.2) . Q.E.D.
i=1

Considérons p : N +-IN bijective; une telle appli-
cation est appelée une permutation de IN . Soit [ai]CIRn ;

considérons les séries ) a; et Ja ; on dira quse la seconde
i=1 i=1

série est obtenue a partir de la premiére par permutation des termes

p(i)

Théoréme 1.8.5. Soient [ai]C]Rn et p : IN »1IN bijecti-F. Si la série

[~} [+
! a; converge absolument, alors la série ] a (i) converge et
i=1 i=1 P2

00

dai B iZ,Iap(i]

e 8

1’'on a
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Démonstration. D'aprés le théoréme 1.8.1. on peut se limiter au

cas n =1 c'est-a-dire a, 8RR .

4

Cas particulier. On suppose tout d'abord gue a3 ER,_ , Yien .
m m

Soit S = 3. T = a_ ,., ; puisque est une bijecticn

m i=1a1_’ m i§1 p(i) ’ P q P J ’

pour chaque EN , il existe kiE N tel gue {p(1), p(2), ..., p(
}

i
C{1,2,3, ...k, ; alors Ti < Sk et (théoréme 1.3.4)

1 o]

< < . = .
Ti Sup Sk. Sop SJ .z aJ
JEN 7] JEN Jj=1

>
ainsi ) ap(i) gest bornée donc convergente (théoréme 1.8.3) et
i=1

s 1 = 1,2,.. 3

1'on a (théoréme 1.3.4)

Ja .., =supT, ¢ ) a, ; (1)
i=1 P ey 1 g
posons bi = ap(i) et soit q : N >IN 1l'application inverse de p

(-]
on aura a, = ap(q(i)]= bq(i) 3 on sait que i§1bi converge ; en

nes~-1 8

(-]
appliquant a )

bi le méme raisonnement qu'’auparavant a a;
on obtient ) a, = }b .., & ) b, Ya .. (2)
g=1 + g=q 908 Tyt 50y R(E)
de (1) et (2) , on obtient .2 a; = .Z (1) *
i=1 i=1
Cas général. ~ Les a; sont des éléments.quelconquas deR .
Posons a, = a, et a, =0 si a, 0 ; posons a: =0 et
i i i i i
- + - +
= - ] < . = - . 1 £
a; a, si a; 0 ; on a a; a; i} 5 pu1squ%” 0 =< a, § Iail
et 0¢ a, $la,|] Yi EN, les séries [ a; et J a, convergent
* * i=1 * i=1 *

chacune de ces deux séries entre dans le cadre du cas particulier

en utilisant de plus le théoreéme 1.8.1. b on obtient

0

e~ 8

) a, = at - Ja.= Ya, ... - Ya . = Ya,.,
joq 1 i 421 yoe () L2p() 0 L2, P(R) QW.E.D.

i=1
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[ee]
r 3 + C n + 1, + +
Corcllaire. Soit [a,ICR , z a, convergeant absclument, et
B i=1 ~ %
scit p ¢+ N >IN bijectif lors la série a .., converge absolu-
= D(1;
ment.
o] ool
Démonstration. D'aprés le théoréme 1.8.5 on a : ) [ai|= Y Ia_(i
i=1 i=1 P
P o n . .. .

Thécréme 1.8.6. Soit [a,]C R . Si pour toute bijection p ¢t N =+ IN

[} 1 [e]
la série Z a .. converge, alors la série Z'a. converge abso-

. p(l) . i

i=1 i=1
lument.
Démonstration. Les théorémes 1.8.1. 2t 1.8.4. permettent de se
limiter au cas n = 1, c’est-a-dire de supposer gue a, E R.

- i
Supposons que z &, ne converge pas absolument et montrons qu'il
i=1

existe une bijection p :IN - IN

en fait nous allons construire une bi

ne soit pas bornée,
N {i EN < 0}

2
pour 1 EN posons

1

pour i EIN

g, ai

a.
i 1’

+

a = =

>

e

2
séries a .
1

1
. +
serait

) a.
121

l'hypothése;

(8]

c ul est contraire

9

+
a

s

e
) cela signifie (

i=1

ne converge pas

[ N

»

des sommes partielles n'’est pas bornée

» m

on prend d’'abord 4

la facon suivante

m

’ premiers &

a correspondant aux

1
& ce gue leur somme scit > 1

HQ
He~18
l,-Ja

»

on prend

z

série donnée correspondant au premier &

m gléments de la série donnée

ensuite
2

telle gue

isc

 ow

donc non caonvergente
posans
a.
i

ne converge pas,sinon la série

i

supposons,

lément

ne COHVB“gB pcas

Z a

25(

; +
tlon p telle que (1)

M

> 0

3

{i EN

a. a. C
i i

1'une au moins des deux
(o]

)

o

=1

Soit a

® .
9
L

o

+

a, =

4

N
’ »

s

. Iail
1

a

; et convergerait donc,
1

uw 018

par exemple, gue

thécreme 1.8.3) que la suite

on construit
termes de la

léments de }N1 de facgon

la

ensuite un élément de

deﬂ\z

correspondant aux

2

on prend

»
?

M
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gléments suivants de ﬁ% de fagon & ce gue 1a scmme des m, * m, + 1

termes déja définis scit 2 2 ; on prend ensuite le terme d

e la série
correspondant au Zéme élément de :mz ; puis m_, é&léments de la séris
~
donnée correspondant aux m gléments suivants de IN de fagon 2

+

2
ce gue la somme des m, +om, my o 2 termes dé&ja définis soit 2 3
etc... On obtient ainsi une série non bornée déduite de la série

donnée par permutation. §.E.D.
. L n .
Considérons une guantité aijEIR dépendant des

deux indices i et J EN ; il s’agit, en failt d'une application

TR Nz > R"  avec H(i,j) = a.. « Il existe (théoréme 1.2.2)

iJ
une bijection p de IN dans :mz . Suppcsons gue pour toute bijec~
e
(

. n 2 k) = (o 1 &ri
tion p : N > N avec pl(k) = (r(k}), s(k)) 1la série Z 2 (k). e (k)

k=1
converge ; d'aprés les théoremes 1.8.4. et 1.8.5., toutes ces séries

- .. n .
auront alors la méme limite a EIR ; dans ces conditiong et dans

ces conditions seulement, on dira que la série double Z a;.
P i,3=1 J
converge vers a et l'on écrira a = 2 SHP
i,j=1 "
Remarque. D’aprés cette définition de la convergence d'une
série double, si ) a., converge, alors (théoréme 1.8.5) ) ‘a.*
P | e 1
i,3 i, g

converge aussi ; on peut exprimer ceci en disant qu’une série double

convergente est nécessairement absoclument convergente.

QL <o (=]
Théordme 1.8.%. a) ] a.,. converge < | () |a,.| ) existe
i,5=1 1 i=1 j=1
&= ) (7 la,:] ) existe
j=1i=1
) o .
B) Si Z a, . existe, alors Z a,., =
i,3=1 *J i,5=1 *J

P CYa..,)= T () a.)
=1 i= =1 1=1 *J

1
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Démonstration., On utilisera systématiquement le théoréme 1.8.3.

co o
-

a,., converge <=> } } |a.,.| converge.

a) Montrons ; ;
=q *J i=1 j=1 J

Cael~1 8

i,

(on omettra désormais les parenthéses redondantes). Supposcns gue

) a.,. converge; soit p: W-&WZ p(k)=(r(k), s(k)) , une bi-
i,5=1 ° a8
jection. Considérons la guantité ) ) aij ; 11 existe N EN
tel que i=1 j=1
o B N o :
a..lg a I < a..| s
121 quz 1J[ k§1i r(k),s(k)! i,§=1| 13'

on utilise le théoréme 1.8.1. b et l’on a successivement

o] I {uin ] I I
lim{ |a..§}= {lim [a..[}= ) yolas.ls ) lass|
groli=1 §=1 ) 129 lgaegr TS 421 5200 P50 M
o co co © o0
im § 7 eyl = ¥ T dessl s Y ey ; (1)
gre i=1 j=1 T i=1 j=1 i,3=1 *J
cette derniére relation démontre en particulier que
} ) |a..| existe. Réciproguement, sﬁpposons que ) REN
i=1 j=1 *J i=1 j=1 *J
soit définie. Considérons, pour la bijection p définie plus
N
+ ’ r . ! i .
haut, 1’expression k§1*ar(k),s(k}l il existe a et B tels
que
N czx B oo ©
R < Plagile 1 1 Myl
IR ) ! ~ 193308 33 ?
k=1 TURI,sURITTy2q 529 237750y 424 1
on en déduit que Z !ar(k),s(k)! converge, que Z_ Iaijl
k=1 i,3=1
o] o] oo @
f | T | !
converge avec Z_ !aij‘ Z lan k), sy 5.0 32,Eaiji . (2]
i,j=1 k=1 i=1 j=1
e} <o <o [oe]
b} Montrons que si ) existe, alors Y oa..= ) Joa.. .
. . ij . . ij
i,3=1 i,j=1 i=1 j=1

Le théoréme 1.8.1. a) nous permet de nous limiter
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au cas n =1 <c'’est-a3-dire ds supposer gue aijEIR ; posaons
ar, = a et a =0 si a,,30 et a,, =0, a,, = - a, si
ij ij ij ij ij ij iJ
a <0 . On remargue gue les relaticons (1) et (2) établissent 1a

relation désirée lorsgue a..ER . On a alors, en utilisant le
1J +

théoréme 1.8.1. b)
[ee] o] fe] [ee] [o o] oo} [e ] co o o]
+ - + -
Z a 3 = Z aij - Z aﬁj = Z 2 aij - Z Z aij = Z z aij
i,3=1 1 1,5=1 i,3=1 % i=1 =1 N =1 =1 i=1 j=1
o] [ee]
Corollaire. Soit {ai] CR, [6,ICR . 8i ) a;, et ) b.con=
[oe] oo‘ oo j_=1 . i=1 "
vergent absolument, ona( ) a,) ( } b.) = ) (a.b.)
i “. ] . i~ ]
i=1 J=1 i,ji=1
Démonstration. Grace au théoréme 1.8.1. b), on a
0 2] (o] o] e o] oo
( z ai} ( 2 b.) = z ( Z ai)a = z Z (aib.l ;
i=1 =14 =1 oi=r Y j=1.i=1 '

le méme calcul appliqué aux suites [|a,|] et [Ibil] montre que la

quantite ) ) ia.bj| est définie ; par conséqguent (thécréme 1.8.7)
j=13=1 *
© e} o [+<] o :
1 Geyppy = I I (ap) = (1ap (100,
i,j=1 j=1 1i=1 i=1 J=1
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I.3. Convergence ponctuelle et uniforme. Convergence normals.

[

s s - o h P .
Définitions. Soit A<IR ; considérons pour 1 EIN 1les fonc-

. , m L. . © .
ticns f, : A >R  ; on a ainsi une suite [Fi]i_1 gul formellement

est une application de IN dans l’espace des fonctions de A dans

m . s . .
R . La suite {Fi] converge ponctuellement ou simplement vers

m
f : AR si V¥x 1la suite [f,(x])] Cr" converge vers f(x) ;
cn aura donc convergence pcnctuelle si Ve >0 et Vx e A ,
aNCe, x) 9 !Fi(x) - f(x)]| < € pour

converge uniformément vers f si Ve > o, IM(e), (indépendant de

i > N(e,x}. La suitse [?i]

x) tel gue IFi(x) - f(x)| < e pour i > M(e) et ceci pour tout

x € A . Suivant gue la suite converge ponctuellement cu uniformément

on écrira "lim f, = ¥ ponctuellement” ou "lim f., = f uniformément”
i oo 1>

1 svident qu v uni e implique la conv enc
Il est évident e la convergence uniforme 1 1 nver e

pcnctuelle.

me o+ . © . ; . n_ _.m
Définition. Soit [Fi]i_1 une suite de foncticns AC IR - IR
La série Z Fi converge ponctuellement ocu uniformément selon gue
i=1 J
la suite des sommes partielles [Si] , avec Sj = z ?i , converge
- ‘{:']
o

ponctuellement ocu uniformément.

Théoreme 1.8.1. (Critére de Cauchy). Scit [f,] wune suite de fonc-

. n , m . . P
tions de ACR dans R . La suite converge uniformément vers une
. m . .
fonction f : A >R si et seulement si Ve > 0 , 3IN(e) tel que
(

x) - Fj(xJ{ < e VYx EA et pour i, j > N(e) .

chy soit satisfai

[0}}
[

Démonstration. a) Supposcns gue le critére de C

1

. . m .. .
il existe f : A - R telle gque lim f f unifor-
100

mément. Construisons d’abord f ; soit € > 0 donné ; il existe par

et montrons gu

[N

hypothése N(e) tel que }?i{x) - F.x)] < e si i, J > N(e) et
~ [ee]
3 pour chague x B A, [f,(x)] est donc une

i i=1
aisant au critére de Lauchy (théoréme 1.5.3]
n

n
x>

ceci pour tout

we

e p)

X
. m .
suite dans R satis
1

appelons f(x]) a limite de cette suite ; f(x) définit clairement



- 50 -

. m . - )

une fonction de A dans R et 1'on a 1lim f, = ¥ ponctuellement -

i+

Il reste & montrer gque la convergence est uniforme ; soit € > O

donné ; il existe M(eg) 3 E?i(x) - $j{x)§ < g/2 si i, > Mle) ;
pour x fixe, en faisant tendre i+ , on a, (théorémes 1.6.1.,

1.6.3., 1.6.6. a)

lim |, (x) - F.(x)] = [(lim F,(x)) - £,(x)| = [f(x) - F.(x)|s e/2<e;
i+ : J jro T J J

cette reiation est vraie pour tout x € A et tout J > M(e) ;

on a donc lim Fi = f uniformément.
i 00 -
b) Supposcns gue 1lim Fi = f unifcocrmément et mon-
>0

trons que le critére de Cauchy est satisfait ; soit € > 0 donné ;
INCe) 3 [Fi(x) - f(x)] < e/2 Yx e A si i >N(e) s alors pour
i,j >N(e) ona VxeaA

i?i(x) - Fj(x)l < IFi(x) - Flx)| o+ | FIlx) - Fj(x)! < e/2 + e/2=¢ ;

le critére de Cauchy est donc satisfait.
Definition. Soit la suite [f,] de fonctions de ACR" >R .

La série ) Fi converge normalement s’il existe une suite
i=1

[Ci] C R telle que a) [?i(x)[ SCi‘”VX E A,

b) la série c. converge.
BN

1

e~ 8

i

Théoréme 1.8.2. Une série convergeant ncrmalement converge unifor-

mément.

Démonstration. I1 suffit (théoreme lgg.g) de montrer que la suite

des sommes partielles [Sp] avec Sp = ) f satisfait au critére
i=1

de Cauchy. Soit € > 0 donné ; 3N(eg) 3 ; c, <e si k>3 >N(e:
i=]

(théoreme 1.8.2) ; on a alors pour k > j > N(g) et pour tout x € A

k k
Stxd = 8,0 = | § £.00] < g

i=3+1 ~ i=

gFi(XEE <
+1 i

e~ R
0

N

™

3 i o
J+1
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Théoréme 1.9.3. Une suite . de fonctions continues de

Y

n m . .
ACR' - R convergeant uniformément converge vers une fonction

continue.

~

Démonstration. On suppecse les Fi continues et soit f = 1lim Ty
1>

uniformément. Montrons gque f est continue en un point arbitraire
a B A . Soit € >0 donng. Puisgue la suite converge uniformément,
N Y [Filx) - ?N(x)[ < e/3 ¥Yx E A ; puisqgue FN

36 >03 xEA, |x-al <n impligue ]FN(X) - FN(a){ < e/3 ;

est continue en a

alors x 8 A, |x - al <& impligue
|Fix)-fla)] < ]?(XJ-FN(XE| * {FN(x3—¥N(a)I + I?N(a)—F(a)E <
e/3 + /3 + /3 = € ;

ainsi donc f &est continue en a .
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I.10. Connexité., Connexité simple. Domaine étoils.

Définition. Soit a, b ER" . Le segment [a,b] est l'ensemble
des points de la forme a + A(b-a) eR" lorsque A parcourt

1’intervalle [0,11 C R . Un ensemble fini de segments de la forme

la,,a,1 , [ay,a51 , [ag,a,1 ... [an_2, a 41, la 4, a1 est
un contour polygonal reliant a, a a_
Définition. Soit AC R" ouvert. A est connexe si pour

toute paire de points a2, b E A , il existe un contour polygonal

reliant a a B et dont tous les segments sont dans A .

Lemme. Soient AC R" ouvert et p E A . Soient

P = {x EA : il existe un contour polygonal reliant p & x et
dont tous les segments sont dans A} et O 1le complémentaire de

P dans A . Alors P et @ sont ouverts.

Démonstration. a) Montrons que P est ouvert. Scit a € P ;

il existe un contour polygonal [p,a1], [aq,az],...,[an,a]
reliant p & a et dont tous les segments sont dans A . Puisqgus
A est ouvert, il existe p > 0 3 B(a,p)CA ; soit x € B(a,p) 3
alors [a,x]CA et le contour polygonal [p,aq]. [31’82]""’
[an,a], [a,x] relie p & x et tous les segments sont contenus
dans A ; donc x € P ; donc B(a,e)C P ; P est voisinage de a :
d'od P est ouvert.

b) Montrons gque § est cuvert. Si Q =94, @
est ouvert (thécréme 1.4.4. a). Supposcns 0§ # @ et soit a € Q
puisque A est ouvert, 3p > 0 Bla,p) C A ; soit x € Bla,p) ;
X E § sans guoi le contour polygonal gui relierait p & x
pourrait &tre prolongé par le segment [x,a] ce qui signifierait
que a € P ce qui est impossible ; donc B(a,0)C Q ; @ est voi-

sinage de a, d'clt O =est cuvert. Q.E.D
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PN - o s n ) . .
Théoréme 1.10.1. Soit ACR couvert. A est connexe si st ssule-

t 5 l1ati = { ) = 0 t iver
ment si les relations A O1lJ 02, 31 N CZ Z, 0, e DZ ouverts,

impliquent que 01 ou DZ est vide.

Cémonstration. a) Soit A conmexe. Supposons, par l'absurde,

gu'il existe deux ouverts 01 et 92 disjoints, ouverts, non vides

tels que A = 01 U SZ j scit a E 01, b E D2 et un contour polygona

- + 3= -
[a,,a,]1 [ay,a51...[a _,,a 1 tel que [ai,ai+1](: A i=1,2,..,n-1,

/1

cd l'on a posé a = a et b = a . L'un des segments au moins,
1 a une intersection non vide avec 01 et

par exemple [aj,aj+1

avec Dz . En effet, si [ai,ai+1] n 02 =@ pour i =1,..,n-2,

1 a £
alors a_ _, €0, donc [a _,,a] no,#2 et la _4,2,1 0 0, 0

Soit £ : [0,11C R »R" définie par £(A) = a, + Aa,,,

f est continue ; d'autre part, il existe A1 et Hy e [0,1]

-a.)
J

supposons, pour fixer les idées

avec F(A1) £ U,l et F(uq) E 02 ;
que Aq < My o soit w, = (A1 + u1)/2 ; si F(wz) g 01 posons
= = . Y £ e = = H
AZ Wss Hy My 5 osi .(wz) S 02 posans AZ A1, u2 Wy o
i+ it = . 1 £ )] =
soit ensuite wg (KZ + uz)/Z ; si T(wS, E 01 posons AB wy

Hg = 1y 5 si ?(w3) = 02 pOS0NS Aa = AZ » Mg = W5 5 en poursui-
vant ce processus on définit les suites [Xi] C [0,11 et

!ui] C [0,1] ayant les propriétés suivantes

a) f(A;) €0, flu,) €0, Vienm,

b)ki<uj Vi,j en,

c) [Xi] est une suite monotone croissante et [ui] est une suite

mcnotone décroissante,

oL - _ y 511
on en déduit (théorémes 1.3.4. et 1.5.2.) que lim A, = lim u., =
. . i
) 1> l+oo
c € [0,1] ; puisque -f est continue 1lim f(X,) = 1im f(u.) = f(c)
i>co 1 ) 1

supposons que f(c) € 0, ; alors il existe (théoréme 1.5.1 ) N

tel que f(u.,) € 0, pour i >N ce qui contredit le fait que

F(ui) EO0, VieN.

2 V.E.DO.
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b) Supposcns gue les relations A = 01 LJUZ,
81 et 82 disjoints ocuverts impliquent que 1l’un au moins des
3 est vide et montrons que A est connexe. Soient p E A et
P : {x EA : il existe un contour polygonal reliant p & x et
dont tous les segments sont dans A} ; Soit § 1le complémentaire

de P dans A ; d'aprés le lemme P et O sont ouverts ; or

p EP ; P #B c'est-23-dire P = A ; p é&tant un point arbitraire
de A, A =est connexe, §.E.D.
Définition. Soit A CR" ouvert, connexe. A est simplement
connexe si pour toute application continue f : [0,1] = A avec
£(0) = f£(1) il existe une application continue
g [0,1] x [0,1] - A telle que

1) g(t,1) = f(t) Vt g [0,1]

2) g(0,a) = g(1,a) Ya & [0,1]

= t,,0 t,,t s

3) g(t1,0) g(tz, ) ¥ 1055 g [0,1]

Explication. L'image de f représente un contour fermé dans

0Q

A 5 o est un parametre ; pour chague o fixe, 1l’'image de

lorsque t varie est &galement un ccntour fermé ; pour o 0

ce contour se réduit & un point de A ; lorsgque o varie de 1 & O
le contour initial défini par f se”déforme de fagon continue”

( g est continue !) en un point. Ainsi A connexe est simplement
connexe "si tout contour fermé& dans A peut &tre déformé de

fagon continue et en restant dans A en un point de A”. Dans le
plan euclidien rapporté aux axes de coordonnées x et vy, la
courcnne A = {(x,y) : 1 < x2 + y2 < 3} gest connexe mais n'est
pas simplement connexe ; en effet "on voit” gque le contour fermé
d’équaticn x2 + y2 = 2 ne peut pas &tre déformé de fagon continue

en un pocint de A et en restant dans A .

P n B .. . . .
Définiticon. AC R ouvert est étcilé s'il existe a E A
tel que le segment [a,x]1C A Vxea.
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Théoreme 1.10.2. Un domaine &toilé est simplement connexe.

p . o s . n
Oémonstration., Soit A ouvert CIR et a E A tels gue

[a,x] C A ¥Yx E A . Montrons d’abord que A est connexe ;

soit b, ¢ E A ; alors I[b,alcA [a,c]C A et le contour

[b,2a] , [a,c] relie b & ¢ . Montrons ensuite que A est
simplement connexe ; scit f : [0,1] > A continue avec f(0)=F(1) ;
posons glt,a) = a + a(f(t)-a) ; puisgue A =est étoile,

g(t,a) EA si 0 < t,o £ 1 ; les conditions 1), 2), 3) de la
connexité simple sont également satisfaites ; il reste donc a
vérifier que g est continue sur l'ensemble [0,1] x [0,1] C<R2.
Soit [(ti'ai)]?=1 C[0,11 x [0,1] une suite convergeant vers

[t,x] ; on aura (théoréme 1.5.1. b) lim t, = % , lima, = a ;
. i . i
1> 1—)-00

f étant continue, on aura (théorémes 1.5.2. et 1.6.1.)

lim g(ti,a;) = a + al(f(t) - a) = g(t, o) ; donc (théoreme 1.6.1.)

10 .
g est continue.

§.E.D.



IT. ANALYSE VECTORIELLE

IT.1. Fonctions Ck(A)

Soit £ : ACR"— R . Convenons pour x = (*1’X2""’Xq) E A
de 1'équivalence des notaticns f(x] et F(x1’X2""’Xn)'
Si A est un voisinage de a € A , c'est-a-dire s’il existe
o >0 avec B(a,p)TA , on pose
?(a1,..,ak_1, ak+h, ak+1,..,an] - F(a1,..,ak,..,an]

33- £(a) = lim ;
K h=0 h

l’expression dont on prend la limite est une fonction définie

sur l'ensemble {h ER : (a1,..,ak_1, ak+h, ak+1,..,an) E A,

h # 0JC R ; on dira que la dérivée partielle EE—F(a] existe

3
ou qu'elle est définie si cette limite existe.
Définition. Socit f : AC:JRn-+ZP , A ouvert. ¥ est

de classe C™(A) (on écrit f E Cm(AJ) si toutes les dérivées

partielles de f d’ordre 1,2,...,m existent pour tout
x E A et définissent des applications continues de A dans
R . fec%a) signifie que f &est continue sur A . Si

A = Pn, on écrira C" au lieu de Cm(]Rn).

,» B, des ouverts de IR"
avec AC:.B1, /—\C_'.B2 ; soient gqm: B,| + R, g5 Bz+ IRon
E C (BZ) et que gq(i) = gz(x)

Lemme., Soient A, B

suppose que g, € Cm(Bq), g5
pour x € A . Alcrs 2, et g, sont égales sur A ainsi

gue toutes leurs dérivées partielles d'ordre m au plus.

Démonstration. D'aprés le corcllaire du théoreme I.6.7,

les dérivées partielles d’'ordre 1 de g, et g, sont
égales sur A ; par induction, il en va de méme pour toutes

les dérivées d’ordre m au plus. Soit h1 : B1 +~IR et

h2 ; 82 + R une méme dérivée partielle d'ordre < m de
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b -8 <x < b pour x >b on a
| hi{x) - h(b) y -0, (1)
X - b
pour b - §<x < b on a, en utilisant le théoreéme des

accroissements finis : h(x) - h(b) = h'(x)(x-b) , X € 1b=68,bl

et par conséqguent

I hix) - h(b)

wam— - v| = |h'(X) - v] < £;5(2)

de (1) et (2) , on obtient

X = b
Q.E.D.
Définition. Soient AC:ﬂ?n un ouvert ou 1'adhérence

d’un ouvert, f : A >R"  avec fix) = (F1(x), Fz(x),..,Fm(x]) H
f est de classe Ck(A) si les m applications Fi : A +TR
sont de classe Ck(A] .
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I1.2. Espace affine - Champs scalaires et vectoriels

On suppose connue la notion du vecteur tridimensicnnel
caractérisé par sa longueur, sa direction et son sens.

On désignera un vecteur par une lettre minuscule latine

> > . ° 5.

surmontée d'une fléche. a ¢« b désigne le produit scalaire

- > > > - . .
de a et b, a Anb désigne la produit vectoriel de
-> > = > > . L, S >
a et b, [a, b, c] désigne le produit mixte de a, b

-

c

et

- . -
, |al désigne la longueur de a .

E désigne l’espace affine euclidien tridimensionnel.

Rappelons simplement que E est un ensemble de points ;

3 deux points P et @ on fait correspondre un vecteur

noté ﬁb ; réciprogquement 8 P E E et a un vecteur 3
-

a

correspond de fagon univogque @ € E tel que ﬁb =

On convient de choisir une fois pour toutes dans E un
point particulier 0 appelé origine. Un point P est
alors entiérement caractérisé par le vecteur 5@ appelé

-
rayon vecteur et noté r . On convient également de choi-

. . . S
sir une fois pour toutes trois vecteurs 1, j, k orthogo-
naux , de longueur 1 et d’orientation directe, formant

le triplet fondamental ; x, y, z désigneront les composan-

tes du rayon vecteur P selon le triplet fondamental,

, o s > + > .
c’est-a=-dire r = ix + Jy + kz (figure 1). Pour un vecteur

+ °

a quelconque, a8, a désigneront les composantes
i Y

selon 1, J, kK «

Figure 1
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L’adoption d'une crigine et d’un triplet fondamental nous
permet d’'associer & chaque point P E E 1'élément

(x, v, z) B Ra défini par la relation ap = Ix -+ jy + Kz 3
en fait on définit ainsi une bijection u : E ~R° .
Puisqgue ?, 3, K sont orthogonaux et de longueur 1 on
aura |u(P) - u(®)]| = ]3@[ pour P, @ B E . L'application
u permet d’introduire sur E les notions topologigues dé-
finies éu chapitre I sur =3 ; ACCE est ocuvert ou fermé
selon gque u(A) est ouvert ocu fermé ; {Pi}?=§:E converge
vers { si {u(Pi)}:=1 converge vers u(P) etc... On peut
vérifier que ces notions sont indépendantes du choix parti-

culier de 1l'origine et du triplet fondamental.

Seit ACCE . Une application f : A »-IR est appelée un
champ scalaire. En posant f(P) = g(u(P)), f induit 1’appli-

cation g : u(A) »IR ., Par la suite on identifiera f et ¢
et 1'on utilisera indifféremment les notations f(P), F(aﬁ),
HESH f(x,y,z) pour désigner la valeur de f en P .

Par définition f est de classe CT(A) si g est de classe
c(A).

Une application vV de A dans 1’espace des vecteurs est

un champ vectoriel ; & un point P de A correspond le

vecteur vI(P) ; en posant vViP) = TVX(P) + Evy(P) + KvZ(P),'v
on définit en fait trois champs scalaires Vs Vy‘ Vo s

comme pour les champs scalaires, on adoptera indifféremment

: A - > Y - .
les notations v(P), v(rJ, v(ﬁﬁ), vix,y,z) ; par définition,

vV est de classe c™(A) si les trois champs scalaires

Vo vy et v, sont simultanément de classe C(A).
Notatiaon, Pour une fonction f(x,y,z) on désignera

les dérivées partielles par les notations BXF, ByF, BZF,
9.3 T, 3.3 Ff, 3 3 f etcess
XX Xy vy
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I1.3. Arcs, Intégrales curvilignes

Considérons trois applications x(t), y(t), z(t) du
segment [a,b] dans R ; T(t) = Ix(t) + ?y(t} + Kz(%)
.

définit une application de [a,b]l dans E ; r(t) est
par définition de classe Cm{a,b] si x(t), y(t), z(t)
sont de classe Cm{a,b} et l'on pose

3 3 ]
W W s e M L kem
Définiticn., Un sous-ensemble 'CC E est un arc lisse

e d’un segment [a,b] par une epplication
o) = Ix(t) + fyfﬁ} * ?z(i)@ t € [a,b]l , Jjouissant des pro-
priétés :
a) 1l’application est injective,
b) P(t) € C'[a,b] et 2Mt) #0 , t € [a,bl,

et si,de plus :
c) ' est muni d’une orientation, c’est-a-dire d’un

sens de parcours.

On dit que t € [a,b] +——r T(t) est une

paramétrisation de I . Dans la suite, lorsqu’on considére

un arc lisse T et une paramétrisation t r— n(t) de T ;
on suppose toujours, sauf mention explicite du contraire

1) que  t > T(t) est de classe 21 avec ' ') # O ,

2) gue l'orientation de T correspond au sens du parcours
donné par ~(t) pour des valeurs croissantes du paramétre.

S > . R .
Le vecteur ul(t) = rf(t)/|r(t)] est donc la tangente unité

orientée en t . Les points P et Pq définis par
I > ? e ) 0 . R
DPO = r{al), O 4 = r(b) sont respectivement 1'origine et

1'extrémité de T .,

Remargue. ' est compact. En effet l'application
' 3 e . |
vy : [a,b] R définie par vY(t) = (x(t), y(t), z(t)) west
continue ; puisgue [a,b]l est compact, 1'image de [a,b]
(

par Yy est compacte (théoréme I.7.3).

Le théoreme quil suit est donné sans démonstration.
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Théoréme IL.3.1. Scit T un arc lisse admettant les para-

métrisations =©(t), t € [a,b] et p(1), T € [a,8] satis-
faisant toutes deux aux conditions é&noncées plus haut. Alors
il existe une application o : [a,b] » [0,8 telle que

T(t) = 3(@(t]), t E [a,b] et jouissant des propriétés

1) @ est bijective,

2) ola) = o, o(b) = B,

3) ¢ € C'[a,b] avec o'(t) >0, £ € [a,b] .

Théoréeme II.3.2. Soit f un champ scalaire de classe CO,

' un arc lisse admettant la paramétrisation ?(t],'t g [a,bl]

et ;(T), T € [a,B] . Alors

b, B
J FIRE)) |2 (8) |dt = [ F(o(T)p () | dT
a a

Démonstration. Tit) = g(w(t)J od ¢ est une fonction

jouissant des propriétés énoncées au théoréme 1 .
Par le changement de variables, T = ©(t) 1le second membre

devient b
B -> >, > -
F(p(r))lp (TJ]dT = ?(p(@(t))lp’(T)lw’(t)dt
o a

b b A '
J F(O(PE))) |3 (o(t)) g’ (£) [dE = f FITCE))|P0E) |dt
a a

Le théoréme II1.3.2 justifie la définition suivante.
Définition, Soit f un champ scalaire de classe

CO, ' un arc lisse admettant la paramétrisation ?(t] y

t € [a,b] . L'intégrale de f 1le long de T est 1l'expres-

sion notée Ifds définie par

] |
JFds = J FR(E)) [T (8) ] dt
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(
Remargue. Pour que JFds soit définie, il n’est

T
pas nécessaire que f soit définie et continue dans E

entier 3 il suffit que f soit définie et continue sur T .

Théoreme II.3.3. Soit f wun champ scalaire continu,

' un arc lisse de paramétrisation ?(t), t € [a,b] .
Soit N EN , h = (b - al)/N, ti = a + ih, 1 = 0,1, ...N.

N-1
Alors IFds = lim § f(R(£.))|PCE, ,) - Dt ].
Now 120 i i+1 i
r
Remarque. Le théoréme II.3.3 se laisse généraliser

aisément pour des décompositions plus générales de T .

Lemme. Soit p et g > 0 . Alors |v/p' - /4| ¢
/lp-ql .
Démonstration. On peut supposer p > g . On a alors :
o P A p-g p-q o=
ARGl el = LI
Démonstration du théoreme I1.3,3. ‘
Posons T(t) = Ix(t) + jy(t) + kz (%) 3
le théoreme des accroissements finis permet d’'écrire
> - - ) 2 ) 2 ) 2 3
]r(ti+1) r(ti)| h(x'(g,) » y'"(n) + 2" 7 (g, 0%,
ol Ei, N Ci g ]ti, ti+1[ ; d’aprés le lemme, on a pour
- > >,
g = [r(ti+1) - o)) - h]r(ti)f
le. ] € h((x"2(E) = x'2(£,)) + (y'2(n.) - y'2(t,)) +
i > i > i, i i
+ (z’ (Ci) - z! (ti)))2 ;

en désignant par w , @ et wz les modules de continuiteé

X Yy
de x'2, y'2 et 2’2 on a
lg.| € h(w_(h) + w (h) + @ (R))Z? ;
] LS i N-1
-> +, -
posens (N} = h ] FIRCE; D[R (E0] et RN = ] £(2(t;))g; s

i=0 i=0
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4
-1
-

[#%]

N=T .
§ OF(R0E,)) |7k,
i=0 : o

on QINY + R(N) ,

[8)]

) - TlE) ]|

[N

t

T

b
lim Q(N) = { F(T(E)) P ()]
N> a

cette derniére relation est une conséquence de la définition
méme de l'intégrale de Riemann. Il suffit donc, pour achever
la démonstration, de montrer que 1im R(N)} = 0 ; ¥ est con-
tinu sur le compact ' ; ¥ &est doﬁgwborné {corcllaire du

théorame I.7.3) ; soit M tel que |f(P)| ¢ M, PET

as

cn a alors
[RIN)| € MNA(w_(h) + w (h) + w_Ch))* ,
X Y z

X y z

12 12 a2

lorsque N=»e , h = 1/N >0 ; x'7, y'7, z étant des fonc-

tions continues sur le compact [a,b] sont uniformément

continues et 1'on a (théoréme I.7.7) : limw (h) = 1lim w (h)
. h-a % h=0
= 1lim w_(h) = 0 et par conséquent 1lim R(N) = 0. Q.E.D.
h-0 z N-»oo
Définition. Soit T wun arc lisse, 3 = ?ux + Euy + zu

sa tangente unité crientée, f un champ scalaire continu,

_). L 3
v un champ vectoriel continu. On pose

j%dx' JFU ds ,
X

1

T T

fdy = |fu ds ,
Jeay = [e,
T - T
jfdz = JFU ds ,

z

T T

+> > > >
[v'dr =J veuds ,
T T ’

[+ x> | + >
jvds =1 [vds + J |vds + Kk |vds,

J X y z

T T T T

r
[ohat - j:ﬁmds ,
T T
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4

Soit ?(t) = Ix(t) + Ey(t] + kz(t), t & [a,b] une paramé-

trisation de T 3 on a

>, , , ’
Top - S L r B Ly B 28
lI"(t)l Ir’(t)! lr\’(t)! lr‘,(t)l

des définitions, on déduit immédiatement

) b
fdx = I FIT(E))x’ (£)dt
Jr a
A b
£dy = j FIT(E) )y’ (£)dt ,
f a
¢ b N
fdz = J Flr(t))z'(t)dt ,
‘I. a
> b+-> >
Jv-dr = jv dx + Iv dy + Iv dz = j vir(t))er(t)dt ,
X v z A
r b T r .
{Cds =1 J v (T(E)) |77 () [dt + 3[ vy(?(tJJl?'(t)ldt
T a a

b
+ K J v_(B(E)) T (£)]dt
a

b
fCAd? = f VIT(E)IAT (£)dt .
a3

Regle. Pour calculer une intégrale curviligne,
c’est-a-dire pour la transformer en une intégrale ordinaire
1) on exprime 1'intégrant en fonction du paramétre,

2) on pose ds = |[BF'(t)|dt , dF = »'(t)dt, dx = x'(t)dt ,
dy = y’(t)dt ou dz = z'(t)dt ,

3) on remplace le symbole I par les limites a et b de

variation du parametre.

‘Remargueg Les intégrales JFds et JCds ne dépen-
o ' 4 r ' T . dAGJ‘J”

dent pas de l’orientation de I' . Par contre les intégrales

[
jfdx, Jde, JFdzx Jted; et f§Ad; changent de signe si
r r T r

1’on change l'orientation de T .
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Définitions. Soient F1, FZ""Fn n arcs lisses,

PO, Pq,.., Pn’ n+1 points tels que Pi-1 et P, soient

respectivement l’origine et 1l'extrémité de Fi . L'union

de T,,T5,4.:,T est un arc T ; les orientations de T,,T.,
1772 n i 1772

..,Fn induisent une orientation sur T . L'arc T est

fermé si PO = Pn « L'arc T est simple si la relation

P E FiQW Fj entraine j = i+1 et P = Pi ou bien i =0,

jJ=n et P = PO = Pn . Si f est un champ scalaire con-
tinu, on pose

JFds = J fds 3
i=1

r .
i

Hes~13

on définit de la méme fagon sur l'arc I 1les autres types
d’intégrales curvilignes. Finalement jds est la longueur
de T . T

Théoréeme II1.3.4. Secit T un arc de longueur L , f et

+ 3 3 -
v des champs scalaire et vectoriel continus. On a

a) fds

J]F[ds L.max|f(P)|
PET

|V]ds < L max[?(P)|
PET

>
odr

<y

b)

i
i
o) lds
[

ey

J|v|ds < L max|V(P)]

PET
d) vadr| < J V]ds < L max|V(P)] .
PET
T
Démonstration. On se raméne aisément au cas particulier

od T est lisse. Soit T(t), t € [a,b] une paramétrisation
de T . On remarque que les fonctions f(P) et VI(P) étant
continues sur le compact T prennent . leur maximum sur T

(théoréme I.7.4). Montrons a)
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=
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IT.4., Morceaux de surface. Surfaces fermées. Intégrale de
surface

Considérons trois applications x(u,v),
y(u,v), z(u,v) d’un ensemble DC::RZ dans R ;
;(u,vJ = Ix(u,v) + }y(u,v) + iz(u,v) définit une applica-
tion de D dans E ; ?(u,v) est, par définition, de classe

c™(D)  si x(u,v), y(u,v) et z(u,v) sont simultanément

de classe Cm(D) ; on pose 3 ;(u,v] = ?3 x(u,v) + 38 y(u,v) +
. . > u . u N u

+ kauz(u,v) , Bvr(u,v) = 18Vx(u,v) + Javy(u,vJ + kavz(u,v] ,

9 3 Plu,v) = 13 3 x(u,v) + ... etc...
uu u-u

Définition. Un ensemble D R? est régulier si

1) D est 1'adhérenced’'un ensemble ouvert bornég,

2) la frontiére de D est un arc fermé simple.

Définitions. Un sous-ensemble ) CE est un morceau de

surface lisse si 2 est 1'image d’'un ensemble régulier D

par lapplication “lu,v) = Ix(u,v) + jy(u,v) + kzlu,v) ,

(u,v) E D, jouissant des propriétés

a) L'application est injective
-> 1 - - ->

b) r(u,v) E C (D) et aur(u,v)/\avr(u,v) #0 , (u,v) E D3

c) de plus, une orientation est définie sur z par le
choix de l'une des faces de Z , appelée "face exté-
rieure”, par opposition & l'autre face appelée "face
intérieure”.

T(u,v) est une paramétrisation de ) . L'image de la fron-

tiére de D @&st, par définition, la frontiére de ] ; c'est
. -> -

un arc simple. Le vecteur aur/\avr est un vecteur normal

a Z . On supposera toujours, lorsque 1l'on considére une

paramétrisation T(u,v) de z que les conditions a) et

b) sont satisfaites et que, de plus, le vecteur au?/\av?

est dirigé vers l'extérieur ; le vecteur unité



R B R 2
SY) Y

est le vecteur normal orisnté.

Remargue. Un morceau de surface ) lisse est compact.
En effet D est borné, fermé, donc compact ; soit u : D=~ R3
définie par wulu,v) = (x(u,v), ylu,v), z(u,v)) ; u est une ap-
plicaticn continue, donc 1l'image de D0 par u est compacte

(théoreme I1.7.3).
Le théoréme qui suit sera &noncé sans démonstration.

Théoréme II.4.1. Soit ) un morceau de surface lisse

admettant les paramétrisations ;(u,v), (u,v) E D et
;(u,v], (u,v) B A satisfaisant toutes deux aux conditions
énoncées plus haut. Alors il existe une application

w: 0 ~>4, wlu,v) = (olu,v),¥(u,v)) telle que ;(u,v) =

= 3(¢(u,v),¢(u,v)), (u,v) € D , et jouissant des propriétés
1) w est bijective,

2) 1'image de la frontiére de D est la frontiére de A ,

3) w € C1(D) avec

3u@(u,v) auw[u,v)
Det > 0 (u,v) E D .
va(u,vJ avw(u.vJ

Théoréme II.4.2. Soit Ff un champ scalaire continu, z

un morceau de surface lisse admettant les paramétrisations
;(u,v), (u,v) B D et E(u,v), (u,v) 8 A . Alors

H f(F(u,v)) |3, FAd Tldudy = ”;(E(u,\,))_;ausAav‘S]dudv .

Démonstration. On a ?(u,v) = 3(¢(u,v},w(u,v]) od

olu,v) et ¢(u,v) Jouissent des propriétés énoncées au

théoréme I1I.4.1. 3



IT.4 - 70 -

- - > - ‘
aur ABVP = (Sup-auw + avp-auw)/\(aup 8V¢ + va avwl
> > > -
= ® ( i ® )]
aup/\avp(au@ avwl + Lavp Aaup,(auw va,
= 9 PN p(d @3 b - 3 Yed o)
up NLARITE IV u Vv
=5 3 3. .9 .
SUDAASVD d [u,v} ;
en effectuant le changement de variables u = o(u,v),

v = ¥(u,v), on obtient

( ‘
JJF(S(u,v))Iaug(u,v)/\avgiu,v)ldudv
A

JJF(E(@(u,v),w(u,v})]aus(o(u,v) AW,vI) AB Blolu,v),blu;v) |
D

s

. 3{9—3—) dudv

Jj?(?(u,v))lau;(u,v)/\BV;(u,v)[dudv .

Le théoréme II.4.2. Jjustifie la définition suivante.

Définition. Scit f wun champ scalaire continu,
) un morceau de surface lisse admettant la paramétrisation

Tlu,v), (u,v) € D . L'intégrale de f sur J} est l'expres-

sion notée j fdo définie par

Jy[?dc = ”F(?(u,vn[au? A3 T|dudv .
D

L’expression ngc est l'aire de ) .
( . » »
Remarque., Pour gue éj?dd soit définie, il n'’est

pas nécessaire que f soit définie =2t continue dans E en-

tier ; il suffit gue f soit définie et continue sur Z s
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Interprétation de 1'intégrale de surface.

1. Soit )} un morceau de surface lisse admettant la para-

métrisation ;(u,v] =Tu + Ev, (u,v) €D ; en fait Z

est un morceau de surface situé dans le plan xy et

> - .
"identique” & D ; on a laur‘Aavri =1 .51 fix,y) est

e

une fonction définie dans le plan xy on aura

JIfdc = JJF(u,v)dudv s
D

I

c'est-a-dire que l1l’intégrale de surface est tout simplement

1’intégrale double ordinaire.

2. Soit ] un morceau de surface lisse admettant la para-

métrisation ?(u,v), (u,v) 80 = {(u,v) ¢+ O € u,v € 1%},

11 N N _ .

A = J J Iaur/\avr!dudv est 1l'aire de Z . Considérons
o o

une décomposition de D en N2 carrés égaux de coOté

h = 1/N ; soit u. = ih, v, = jh, 1,3 = 0,...,N ;

J
par définition mé&me de 1l'intégrale de Riemann on a
5 N=-1 N N
A = lim h } |8 rlu,,v,) A3 rlu,,v.)]| ;
u i773 v i3

h-0 i,j=0
la quantité h2!3 olu,,v,) AD rlu,,v.)| admet une in-
u i77] v i3
terprétation géométrique simple ; considérons 1’'image

Zij du carré Us €U € UL s vj £ v g Vj+? (figure 2) 3

/ e .
p -/
2 /
G,
[ i u_,u;iﬂ
‘hv ‘D" C4/
i i s T~
| i y V'\fn
i ]
D, €
Vi === ——
A,
/ /B~ ~CY
\/‘- B T, . a <on f /I .
i !
Al IB ? 3 !
i i wnp L
] i [} r(w; V)
i ] u
: : 2 9 >
0 \L‘\ u\’-?t d

L]
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A B C, et D sont respectivement les images de

17 7170 1
A, B, C, D ; A1 et 51 sont situés sur un arc image
de la droite v = vj et appelé ligne de coordonnée vj H

en fait la frontiére de zij est formée de parties des
ignes de cocordonnées u = u,, U = U, V = V., V = Vv,
lig i’ i+1? 3’ j*1 s
la ligne de cocordonnée us admet la représentation para-
- .* - ] s 2
métrique r(ui,v), us fixe, v variable ; considérons 1le

développement de Taylor appliqué & chaque composantes de

-> 3 . s
r(u,v) ;3 on a, en se limitant aux deux premiers termes

?(u.,v ) = ?(u.,v.} + ha ;(u.,v.) ;
i i’7] v i773

i+

pour h "petit” 1l'extrémité D de T(u,,v,) + Nd T(u,,v,)
2 i% ] v 1773

est voisine de D, , l’extrémité B du vecteur r(ui,vj) +

1 2
+ hau?(ui,ij est voisine de 81 (approximaticn du premier
ordre) ; la quantité hzlaug(ui,uj) Aav;(Ui’Vj]! est l'aire
du parallélogramme construit sur les vecteurs Bu?(ui,vj)

et BV;(ui,vj), parallélogramme "voisin” de Zij

3. Seit ) un morceau de surface lisse admettant la para-
métrisation ;(u,v), (u,v) € D, et f un champ scalaire
continu au voisinage de z .Considérons une décomposition
de D en "petits” morceaux réguliers D1, DZ""’ Dn et
soit ], 1'image de D, . Soit (u;5v;) €D, et P,

1’image de (u,,v.). On a
i’7i

_ N
j fdo = [JF(?(u,v))[BU?,\av?ldudv = fj?(?(u,v))Iau?lmav?ldudv
i=1
D .
i

N
F[r(u.,v.)JJIB TAS ;[dudv = ) f(P.)A,
1 i’71 u u $21 it

]
I~

i
i

o0 A, est l'aire de ). .
i i

Définition, Saoit 2 un morceau de surface lisse,

-> -
n sa normale orientée, f un champ scalaire continu, v

un champ vectoriel continu ; on pose



gjgd; - gifzdc .

Soit ©(u,v), (u,v) € 0 une paramétrisation de } 3 on a
-> > > > > . . .
n(u,v) = (3 0 A3 T)/|3 TA3 | ; on déduit immédiatement

des définitions

JJC-dg = JJC(F(U,V])‘(BU?,Aav;)dudv =

)

= jf[z(?(u,v),BU;(U,V),av;(u,v)]dudv ,

f?(?(u,v))lau? A3 T|dudv ,

l\/k____\-_—\
<V
0.
Q
3
o

j vV Ado = HC(Ffu,v))/\(au?(u,vmav?(u,v))dudv
D
jZ’ng = “H?(u,v))(au?cu,v)/\av?«(u,vndudv .
D

Regle. Pour calculer une intégrale dé surface, c'est-a~dire
pour la transformer en une intégrale ordinaire

1) on exprime l'intégrant en fonction des parametres,

2) on pose do = iau? Aav;ldudv ou do = auF ABV? dudv ,

3) on remplace le signe Z par le domaine de variation

des parametres.
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Remarque. les intégrales j fdo et jfzdc . ne dépendent

!

pas de l’crientation de Z ; par contre, les intégrales

> > > - . . .
glv-dc et Jv Ado sont multipliées par -1 si 1'on change

1’orientation de Z .

Définition., Un sous-ensemble JCE est un morceau de

surface si

1) ) est l'image d’un ensemble régulier DCZIR2 par une
application continue et injective,

2) 2 est orienté par le choix d’une face privilégiée,

3) z = 'O Zi ol les Z{ sont des morceaux de surface lisses
tels‘qze si P € Zif]zj i# j , alors P appartient a la

frontiére de Zi et & la frontiére de Zj .

Par définition, la frontidre de ) est 1'image de la fron-

tiére de D .

Définition. Un sous-ensemble S<CE est une surface

fermée si
1) S est 1l’image par une application continue et injective
2
de la sphére unité dans IR~ d’éguation x? + xé + x2 =1,

2) S est orientée par lechoix d’'une face privilégiée,

n ,
. 3) S = U Zi od les Zi sont des morceaux de surface lisses
i=1

tels que si P € ziFNZj i # 3, alors P appartient a la

frontiére de zi et & la frontieére de zj .

Convention., A moins qu’on ne spécifie explicitement le
contraire, l'orientation d’une surface fermée est définie
de telle sorte que la normale orientée soit la normale ex-

térieure &8 la surface.
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Définition. Une intégrale de surface du type Jffdo,

((
ch'dg , szdc s JJng , jJCAdg portant sur un morceau de

surface 2 ou sur une surface fermée S est définie comme

la somme des intégrales correspondantes portant sur les mor-

ceaux de surface lisses gui composent 2 ou S .

La démonstration du théoréme qui suit est similaire & celle

du théoréme II.3.4.

Théoréme II.4.3. Soit } un morceau de surface ou une

] _)‘ °
surface fermée d’aire A , f et v des champs scalaire et

vectoriel continus. On a

a) ’gjfdc S él%?idc < A gg§[€(9)l.
b) gjvdc

> -3
c) ZIv-dc

d) J YAdG ngcldo < A max|v(P)],

PE

gleldc < A max|V(P)]|,

PE)

( >
< %J];Idc < A ma§|v(P)],

A

LAY

PE)

N

e) ;Jerg
Y

JJ[FIdG < A max|f(P)].
) PEY

Exemple. I1 est bien connu que la sphére d’équation
x2 + y2 + 22 = 1 admet la paramétrisation
?(e,@} = Tsinsg cos@ + jsiﬂa sing + Kcose 5

8 et @ oreprésentent la colatitude et la longitude (figure 3).

E’ i
(P ! r(ef@)
e ;
i
)4 .
. ~ . 3 T
0 0 4 P

?igure 3
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Pour gqu'un morceau de surface soit défini, il faut préciser
l'’ensemble D de variation de 6 et @ et l’crientation 3

décidons que 1l'orientation corresponde & la normale extérieure.

On a
B,7(8,0) A3 T(6,0) =
1 k] K
Det |cosBcose cosfsing -s51inb
sinfsing sinBcosp 0

= Tsinzecosw + jsinzesinw + Ksinecose = sine?(e,w) 3

de par sa signification gécmétrique 6 wvarie entre 0 et
m, donc sin® est positif ; ainsi 86;/\3¢; a bien 1la

direction de la normale extérieure ce qui signifie que la
convention relative aux choix des paramétres et a l'’orien-
tation est satisfaite ; si 1'on avait choisi 1l'orientation
inverse, il aurait fallu choisir les paramétres (@,8) et

non (6,9) ; on a la relation
> > .
Iaer(e,m)/\awr(a,w)l = sin@ ,
Calculons, par exemple, l'aire A de la demi-sphére supé-

rieure z ; le domaine D de variation est le rectangle

006 g 7w/2, 0@ £7 ;3 on obtient

A = f do

”laeFAa@?[dedm
0

/2 (27
J de J dosing = 27 .

8] 8]



II.5. Angle solide

Soit z un morceau de surface ou une surface fermée.
* z 3 - . -z
r désigne le rayon vecteur dont 1l’extrémité est sur Z ’

r = |F| . L'integrale

w(§) = I = Tedd (1)

gst par définition, l'angle solide sous lequel 2 est vu

de l'origine O .

Pour interpréter ce résultat, considérons une décomposition
de z en "petits” morceaux partiels ; soient w 1'un d’eux,
P un point de 7 , m' 1le morceau de surface intercepté

sur la sphére unité, centrée & l'corigine, par le cdOne de som-
met 0 et admettons la frontiére de m comme directrice,

m” le morceau de surface intercepté par le méme cdne sur la
sphére centrée & l'’origine passant par P (figure 4). Soient

encore © = 0P , r = |7], s(m), S(n'), S(¢") les aires de.

par raison d’'homothétie on a S(n') = jf S(m")

. r .
d’autre part, puisque 7 et " sont "petits” on peut con-
sidérer ces morceaux comme plans ; puisque les génératrices

i

du cdne sont perpendiculairesd #”" , w" est assimilé 2a la
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projection orthogonale de 1w ; on a donc approximativement

1 S(ﬂ)?';
r

S(m”) # S(m)cosa

-3 -> L .
o0 o est l’angle de r et n ; on peut donc écrire

gn sommant cette relation sur tous les morceaux partiels qui

composent ) et en "passant & la limite” on obtient

S(J') = ”—% Tehdo = J = Teds = w(])
zr r
o0 )' désigne le morceau de surface intercepté sur la

sphére unité centrée &8 l'origine par le c8ne admettant pour

directrice la frontiere de ) .

Essayons de retrouver ce résultat de maniére plus rigoureuse.
Plagons-nous dans le cas particulier o0 tout rayon issu de
1’origine ne coupe Z gqu’en un point au plus ; on peut alors
choisir comme paramétres de ) les éngles & (colatitude)

et ¢ (longitude) (figure 3) ; soit A le docmaine de varia-

i

tion de 6 et ¢ , en posant r(8,¢) I;(G,QJ! , on a

T(8,0) = r(8,0)V(6,0) ,
3(6,@) = ?sinecosm + jsinesinm + Kcose s
(8,0) B A ;

on a supposé implicitement qgue Se?lAam; avait la méme di-

rection que n 3 on remarque d’autre part que l’extrémité

+ s z . zZ.
du vecteur v décrit précisément Z' . On a

w(]) = ”is' ?-(ae?/\a T)dedo
r O}
A
_ 1 - - >
= JJ—§[P,36P,B¢P] dédeo
AT

> > > > > >
[r,aer,awr] = rlv, vaer + raev, vawr + rawv] f
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on utilise les propriétés du produit mixte ; on soustrait
du second argument le premier argument multiplié par Ber H
on soustrait du troisiéme argument le premier argument mul-

tiplié par er ; on obtient

-> - 3 3, - -
[PI 3erp a(pr] = T [V; aeV; BCDV] =
(sinBcose sinfsino cos6
r3Det cosfcose cosfsing -si = r3sin6 s
(-sinfsine sinfcose 0
w(Z) = I sin6dede ;
J

A

mais nous savons (exemple en Tin du paragraphe 1I.4) gue
sur Z' on @ do = sin6d6de ; par conséqguent, le membre

de droite de cette équation représente l’aire S(}'). Q.E.D.

Remargue, Pour obtenir ce dernier résultat, il a
fallu supposer que aeF,Aa@? a la méme orientation que n s
ou, ce qui revient au méme que l’angle de n et ? est
aigu ; si cet angle est obtus, 1l’angle solide est négatif ;
plus généralement, la contribution & 1'intégrale ( 1) sur
la portion de J] od ReT » 0 est positive ; la contribu-

» o -~ + + - e
tion sur la portion de Z ou ner £ 0 est négative.

Cas particuliers. 2 est une surface fermée (normale orien-

tée dirigée vers l'extérieur). Si l'origine est & l'intérieur
de Z , alors la surface interceptée sur la sphere unité est
la sphere entiére 3 l'angle solide vaut donc 4m (l'argu-
ment est clair si tout rayon issu de l’ocrigine coupe Z en
un point ; cependant, méme si cette condition n'est pas vé-
rifée, c'est-a-dire si certains rayons coupent Z en plu=
sieurs points, le résultat est encore exact). Si l'origine

est &8 l'extérieur, on considére le cBne tangent & z 5



I.5 - 80 -

il divise ] en deux parties 21 et 22 (figure 5) ;
l’aire de la surface interceptée par le cBne sur la sphére
unité est, en valeur absclue, l'angle solide sous lequel

on voit 21 ou 22 ; cependant ces deux angles solides sont
de signe opposé ; par conséquent, l'angle solide sous lequel

}J est vu est nul,

figure 5
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II.6, Gradient, dérivée dans une directicn

Dans ce paragraphe, A désigne un ouvert de E .

Définition, Soit f un champ scalaire de classe

C1(A) 3

gT3d fix,y,z) = Taxf(x,y,z) + gayF(x,y,z) + ﬁBZF(x,y,z]

est le gradient de f au point ([x,y,z) . Le gradient est

un opérateur qui fait correspondre au champ scalaire f

le champ vectoriel gfrad f .

Théoréme II.6.1. Soit Po un point de la surface de

niveau ) définie par l’'équation f(P) = C(C constante) ;
on suppose f de classe 81(A), ) lisse et grad F(PD) 20 ;

gTad F(PO) est alors normal & | .

Démonstration. Soit ;(u,v) = zx(u,v) + jy(u,v) +

+ 3 Pl °
+ kz(u,v) une représentation paramétrique de )} ,

- -> N .
8] 0 r(uo,vo). On a identiquement en u et v

f(x(u,v), ylu,v), z(u,v)) = C ;

en dérivant les deux membres de cette relation en (uo,vo)

par rapport &8 u , on obtient :
ax'F(X(UO:VO)) y(UO;VD). Z(UD'VD))aLIX(uO’VO}
£
+ ays(x(uo,vo), y(uo,vo), z(uo,voj)auy(uO,vD)

) =
+ BZF(x(uO,vO), y(uo,vo), z(uo,vc,)auz(uo,vo) 0,

—_— > -
grad flrlu ,v 1J)3 rlu_,v ] =0 (1)

de mé8me en dérivant par rapport @8 v , on a

i
(e}
@e

(2)

RS- - ->
grad F(r€uo,vo))°avr(uo,vo)



II.6 - 82 -

,VO) et 3V?(U ,VD} sont des vecteurs indépendants

-
3 r(u
u o) o

du plan tangent 2 z en Po ; (1) et (2) expriment que

gTad ?(PO) est perpendiculaire & ce plan. Q.E.D.

Dérivée dans une direction. Socient f wun champ scalaire

de classe Cq(A) et & un vecteur donné de longueur 1 .

La dérivée de f au point P{x,y,z) dans la direction de g

gst définie par l'expression

d'F(X, ,Z) C1im F(x+>\sx, y+>\Sy, Z+)\SZ) - 'F(x,y,z)

ds A>0 A
. d .
= o fx+ ksx, y+lsy, z+AsZ)A . 3

en appliguant la régle de dérivation des fonctions composées

cette expression devient
- prospny < .+
Bxf(x,y,z) s, * 8yF(x,y,z] Sy + BZF(x,y,zJ s, = grad fes ,

d'ol le résultat

[
by

Pl - or=n £(P) 3 . (2a)

Cas particuliers,

1) 3 =1, c'est-a-dire s =1, s =10, s =0
X y z
sy =5 £y
ds X

de méme § f, 5 f sont les dérivées de f dans les direc-
N z
tions J et % .

2) 2 est la normale T & la surface de niveau passant

par P et dirigée dans le sens des valeurs croissantes de

f 3 on a donc, QE%EA > 0 (on admet implicitement que la
surface de niveau admet un plan tangent en P et gue

df (P) £ 0 s
dn g

alors d'écrire

la relation (2a) et le théoréme I1I.6.1 permettent



= gradF(P)-; = |grad f(P)]

ZTEd F(P) = g%F(P)Z ) (3)

en remplagant dans (2a), on obtient

fF(PI(R-3) = = f(Ploosa , (4)
ot o est l'angle défini par noet s . Cette relation
peut 8tre également obtenue géométriquement ; soit Z la
surface de niveau passant par P de constante C (f(P) = C),;
Z’ une surface de niveau "voisine” correspondaﬁt a8 la cons-
tante C’ > T ; soient P’ et P" les intersections des
rayons de direction ; et ; issus de P avec Z' :

on a (figure 6)

d . C'-C
o FPETEET
d . C'-C
E—;-F(P)-:Tm s

|[PP'| & |PP"|cosa

et, par conséguent,

. d PP . d .
3 E-I’T ‘F(P) PP z an ‘F(P)fCOSOL H
figure 6
en faisant tendre C' wvers C , on "voit” gue l'on peut

remplacer dans cette derniére relation, le signe 3 par

un signe d’'égalité.

Caractére intrinségque du gradient. La définition du gradient

que nous avons adoptée semble dépendre du triplet fondamen=
tal adopté ; Supposons que (B,S,%) soit un auﬁre triplet

direct de vecteurs orthogonaux de longueur 1 :
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Ix + Jy » kz = pg + an + T

->
r = 1X *

un méme champ scalaire @(;) est décrit par la fonction
f({x,y,z) dans le premier systéme de coordonnées et par la
foncticon g(&,n,z) dans le second (il n'est plus possible
d'identifier, comme nous le faisons habituellement le champ
avec sa fonction représentative dans le systéme x,y,z) 3
il n'est pas certain, & priori, gue les deux vecteurs cor-

respondant & un méme point T

+ + > :

1BXF(x,y,z) + Jayf(x,y,z) + kBZF(x,y,Z) ,

- >

pagg(i,n.c) + qang(E,n,C) + ¥3Cg(6.n,c)
soient identiques. La relation (3) permet cependant de 1'af-
firmer (on laisse de c®té les hypothéses restrictives que
nous avons énoncées pour obtenir (3)) ; en effet les notions

de surface de niveau, de normaled une surface et de dérivée

dans une direction sont indépendantes du repéere.

Théoreme II.6.2. Soit f un champ scalaire de classe

C1(A] , TCA wun arc d'origine P, et d’extrémite Py

On a

’

Jg“"rad fedr = fIP,) - F(P) .

r
Démonstration, Soit T(t) = Ix(t) + Fy(t) + kz(t) ,
a £ t &b une représentation paramétrique de T . On a

Jg—r_a')d f.d? =
T

b
f {BXF(x(t),y(t),z(t))x'(t) + ByF(x(t),y(t),z(t])y’(t) +
a

+ BZ¥(x(t),y(t),Z(t))Z'(t)}dt

b
= J g%F[x(t],y(t),z(t)3dt = f(x(b),y(b),z(b)) - f(x(a),ylal),z(al))
a

f(P,) - f(P ) .
1 s]
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>
Théoreme I1I1.6.3. Si v est un champ vectoriel de classe

c°(A), les deux propriétés suivantes (relatives au champ V)
sont équivalentes

a) pour tout arc TCA , f$-d? ne dépend que des extrémités
de T , - '

i I's
b) pour tout arc TCCA fermé, Jﬁ-d? =0 .
r

Démanstration., a)=>b) ; on suppose a) vraie, on veut

montrer b) ; soit donc T un arc fermé, P1 et Pz deux

points de T , P1 et FZ les deux arcs joignant P1 a

P2 et composant T , P1 ayant la méme orientation que T

(figure 7) 3 on a, par Bypothése

[

rm > > [ d-> .

s n ; Jv-dr = Jv- r oo
I'y Iy
puisque P2 a l'orientation
opposée de celle de F1 on a
(> > (> > >

/// Jv-cr = Jv-dr - Jvedr = O
P r

T T, Ty

figure 7 B.E.D.

b) = a) ; on suppose b) vraie, on veut
montrer a) ; soit I‘1 et F2 deux arcs Jjoignant P1 a P2,
' l'arc fermé composé de L, , et rz ayant la méme orien-

tation que T on a par hypothése

7%,

(+ >
Jv'dr‘ = 0 ;
r

mais d'autre part

( [ {
0- [Vedt - [-c,d';: - [oeat = [3-47 - fzed;
T Fl Tz 1'71 TZ
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Théoréme II1.6.4. Un champ vectoriel V de classe CO(A]

est le gradient d’'un champ scalaire f de classe 81(A)
si et seulement si pour tout TCA 1'intégrale

(>

Jv-d? (5}

Iy
ne dépend que des extrémités de T .

Démonstration. a) La condition est nécessaire : il faut

montrer que si Vo= é?gd f , alors (5) ne dépend que des
extrémités de T ; cette propriété est une conséquence
immédiate du théoreme II.6.2.

b) La condition est suffisante : il faut
montrer gue si, pour tout IrCA , (5) ne dépend gque des
extrémités de T , alors vV  est le gradient d'une fonction
f . Pour simplifier la démonstration, nous supposerons de
plus que A est connexe. Soit 5E<::A un arc guelcongue joi-
gnant un point particulier fixe Q@ € A & P et considérons

la fonction f définie par
[+ &
F(P) =/Lv'dr ; (8)
QP

f(P) est bien défini, indépendamment du choix de l'arc QP

(le choix de la définition de f est suggéré par le théo-

réeme II.6.2L Vérifions gue BXF = v ; soient P(xo,yo,zo),
F"(xD + Ax,yo,zo] et PP’ le segment de droite joignant
P et P' (figure 8) ; l'arc PP' admet la représentation
paramétriqgue
Z 4 > - > >
r(t) = it + jy + kz_, x £ t<x_+Ax ;
[ 0 0 0 a)
on a
PI
n !(+ e > (5> o
f(P') = jv*dr = |vedr + Jv'dr ,
e~ — —
_ Q P' Q P FA
° Y erry - £P) = [vedR - [0V (k )d
X (P")y - F(P) = Jv r J v (tiy sz t

figure 8
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puisque Vo est continue, on peut appliguer le théoréme de

la moyenne
f(P') - f(P) = vx(t,yo,zO)Ax, Xg < t < X, Ax ;
partant de la définition de BXF on a

f(P') - f(P)
Ax

EXF(P] = lim

= v (x_,y ,z ) ;
Ax-+0 X 070

on obtiendrait de fagon semblable 8y€ = v , BZF = v_ , Q.E.D.

Remargue. Deux champs f et f* de classe C1(A),
od A est connexe, qui admettent le méme gradient différent
par une constante ; en effet, soit g = f - f* ; on a

gFad g = 0 ; soit PO et P, , deux points guelconques et

1
rCA un arc qui les relie ; on a (théoréme I11.86.2)

0 - fg?é’d g-df = g(P)- g(P ) =>g(P) = g(P,) ;
donc g est bien un champ scalaire constant.

Terminologie. Un champ vecoa) tel que fg-d? = 0

T
pour tout T CCA fermé& est un champ conservatif. Si

v o= gng f , on dit gue vV dérive du potentiel f ; dans

certaines branches de la physique, on utilise cette expres-

. . —
sion si v = - grad f .



II.7. Rotationnel. Divergence. Laplacien.

—

Dans ce paragraphe, A désigne un ouvert de E .
Socit 3 un champ vectoriel de classe quA) ; le champ
rot v o= i(d v - 3 v ) o+ 3(8 vV -3 v) +k(Bv -3v )
y z zy z X X Zz Xy y X

3 + *
gest appelé rotationnel du champ v . Le rotationnel est un

opérateur qui, appligué au champ vectoriel v , fait corres-
pondre le champ vectoriel rot v . Si rot v(P) = 0 en tout
pocint P E A, on dit que V est irrotationnel. On utilise

volontiers la notation symbolique

+ + >
1 ] k
rot v = Det |3 9 9 .
X y z
Vv \ \"
X y z

Interprétation mécanigue. Socit en un instant particulier

30 la vitesse & l'origine d'un corps solide,'a sa ro-
tation instantanée ; si T =0F = Ix + Ey + kz , la vitesse
C(P) du corps solide au point P est donnée par

->
v

-> > >
v(P) = + WATD ;

+ 3 g .
v est un champ vectoriel, calculons son rotationnel

T3 %
- -
w Ar = Det w ) )
X v z
X y z |
= T(w z - ) + 3¢ - )+ ke - w x)
i wy w_y Jlw x w2z W,y wy ;

-3 . B
v, est champ vectoriel constant ; son rotationnel est nul ;

on a donc

w,Z " ow,y w_x - wxz wy - w X
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d’ol 53? 3 = 12w + 32w‘ + KZw = 260 .
X v z
Théoréme II1.7.1. 1) Soit £ & C°(A), V = grad f .

Alors ot v(P) =8 ,YP e A .
2) Scit A simplement connexe,
vectn), mt V(P) =0 ,9P & A . Alors il existe f
- B
tel que v(P) = grad f(P) , P E A .

Démonstration. 1) On a
ot v = rot grad f = T3 5. ¢ - 3.5 f)
Yy z zy
T o
+ J(BZEXF - BXBZT)
-3
+ k(3 3 f -3 3 Ff) =0 .,
Xy yoX

2) Pour simplifier la démonstration,
on suppose gue A est &toilé. Soit @ E A tel gue pour
tout P € A 1le segment [Q,P] est entiérement contenu

dans A . Considérons [Q,P] comme un arc d’origine Q ,

d'extrémité P . Posons
F(P) = f Vedm
[Q,P]
et montrons que 3(P) = grad f(P), par exemple VX(P) = 8XF[P) .

Soit Q(a,B,y) et Plx,y,z) 3 1l'arc I[Q,P] admet la para-
métrisation T(t) = 1(a + t(x-a)) + J(B + tly-8)) + K(y + tl(z=vy)),

t e[0,1] 3 en utilisant les relations axvy = ayvx, on obtient

fix,y,z) =

1
J {vX( a+t(x—aJ,B+t(y-B),=..)(x-a}+vy( J(y=BY+v_( )(z=y)}dt ;
D L

BXF(x,y,z) =
(1
JJNX( ) o+ t{axvx( J(x=a) + vay{ Jly-B) + va]i Y=y} dt =

1
JD{VX( )+ t{axvx( J(x=a) + ayvx( J(y=B) + Szvx( J(z=y)}ldt =
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17
J £ {tv (artlx-a), 8rtly-8), y+tlz-y))}at=

0 dt
1

{t\/x(a+t{x-a}’ B+t(y—s); Y“'t(Z-Y])} = Vx(xpypZ]c Q!E-D-
0

Remargue. Des théorémes II.6.3, II1.6.4 et II.7.1

il résulte que pour un champ V de classe Cq(A), les pro-
priétés suivantes sont éguivalentes

a) vV est un champ conservatif, c'est-a-dire j3~d? = 0

pour tout arc TCA fermé ; T

b) pour tout arc TCA , vedr ne dépend que des extré-
mités de T ; r

c) est le gradient d'un champ scalaire ;

d)

<y <¥

est irrotationnel.

La condition de connexité simple de la deuxiéme partie

du théoréme II.7.1 est essentielle. En effet, considérons
2

l'ensemble non simplement connexe A ={ P(x,y,z) :-X2+y > 0} .
Le champ
Vix,y,z) = - 1 = + T X
2 2 2
X" +y Xty

est de classe C1(A) mais présente des singularités 1le
long de 1l'axe des =z ; on vérifie immédiatement gque 3
est irrotationnel ; considérons le cercle T de paramétri-

sation F(t] = T cost =+ 3 sint , 0 £ t € 27 ; on a

]

> 2m 2 2
jv-dr = J (sin“t + cos“t)dt 2m £ 0 .

- 0

Soit ‘3 un champ vectoriel de classe quA) H
div ve=2_ay + 3y + 3y
X X vy z z
est appelé divergence du champ 3 . Soit f un champ

scalaire de classe CZ(A} H

. —
Af ="div grad f = 3 8 f + 3 3 f + 3 3 *f
XX vy z z
est appelé laplacien de f ., Soit vV oun champ vectoriel

de classe CZ[A) :

AV = TAv o+ 3Av + kAv
X y z
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gst appelé laplacien de v . La divergence est un opérateur,

qui, appligqué au champ vectoriel vV fait correspondre le
champ scalaire div vV . Le laplacien est un opérateur qui,
appligqué au champ scalaire f fait correspondre le champ
scalaire Af ; appligqué au champ vectoriel vV il fait cor-
respondre le champ vectoriel AV « S1  div V =0 en tout
point de A, V est dit "a flux conservatif” ou "champ

solénoidal”,

Théoreme I1.7.2. 1) Soit o € C°(A), v = rof U .
Alors div v(P) =0, VP g A .

2) Soit A &toils,
vecla), divvP) =0, YP E A ; alors il existe o
tel que V(P) = rof u(P), TP E A .

Démonstration. 1) On a

div v = div rot u = 5 (5 u -3 u J+d (3 u -3 u)+d (B u =35 u ) =20 .
X'y z zy y Tz X X z Z Xy Yy X

2) Soit @ € A tel que que pour tout
P(x,y,z) € A, le segment [Q,PI= A ; sans restriction de

généralité, nous pouvons supposer que @ est l'origine O.

Posons
-+ 1+ s
ulx,y,z) = J tvitx,ty,tz) A (ix+jy+kz)dt
0
et montrons que V = rot u » par exemple vx(x,y,z}= ByuZ(x,y,z) -

azuy(x,y,z) 3 on a
1

ulx,y,z) = 1 J (tvy(tx.ty,tz)z - tvz(tx,ty,tz)y)dt
0

1
+3 J (tv_(tx,ty,t2)x - tv (tx,ty,tz)z)db
0
> 1 .
+k (tvx(tx,tyytz)y - tvy(tx,ty,tz)y)dt ;
0
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en utilisant 1’hypothése axvx(tx,ty,tz) + ayvy(tx,ty,tz} +

3 v (tx,ty,tz) = 0 , on obtient
z z

ayuz(x,y,z) - Bzuy(x,y,z)

¢l 5 >
= (£73 v_(tx,ty,tz)y + tv_ () = t73 v _( Ix)dt
Ns! y X . X Yy

1 > >

= JD(t o_v_[(tx,ty,tz)x - ¢ azvx( Yz - tv ())dt
el 2

" {t (ayvx(tx,ty,tz)y + o v (tx,ty,tz)z + 3 v (tx,ty,tz)x)

]
+ 2tv_( )}dt
1 X
= < {tzv (tx,ty,tz) dt = v_(x,y,z). Q.E.D.
0 dt X X
Remarque. Si UEC(A), f&cCiA), d* =10+ grad f,
alors rof u(P) = rot 3*(P), P € A : réciproguement, si A

. . > > 1 - >
est simplement connexe, si u, u* €8 C (A) et rot u(P) =

rot U*(P)YP € A alors rot(u-u*) = O et d’aprés le théo-
reme II.7.17 il existe f tel que U*-U = grad T .
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11.8. Formulses relatives aux aopératsurs grad, div, rot,.

Lingarita, Sans l=2 mentionner sxpliciftemsnt, nous
avons déjad utilisé plusisurs fois la linéarité des opérateurs
e . — . .

grad, div, rot, A . Soient o et B des nombres réels,

> >
f,g,u,v des champs ; on a

grad{af + Bg)] = o grad f + 8 grag g ,
div(az + 83) = g div U div 3 s
— - — 3 e
rogt{au + Bv) = o rot u + B 7rOT Vv ,

Alaf + Bg) = alf + RAg s
Alau + BV) = adl o+ BAV .

Opérateurs itérés, En faisant agir successivement deux

) Pt . —o . .
des opérateurs grad, div, rot, on aobtient les diverses

formules
..
div grad £ = Af ,
s ateti -

ro% grad f = 0 R

. —_—

div rot v = .

B e e . > -+
‘rot roct v = grad div v - Av ;

la premiere formule résulte d'une définition, la seconde
du théoréme II.7.1, la troisiéme du théocréme II1.,7.2 ;
démontrons la dernigére formule :

> >

e - -
rot v = 1(3 v =0 v }+j(3 v =3 v }+k{(3d v =3 v 13,
Yy z zy zZ X X z X'y oy

TOt rot v = [0 (3 v =3 v )-8 (3 v =3 v 1] +
Yy Xy oy X zZ 'z x X z

[Tk 1,

eI 3 3v_+3_ 5 _v_ 1 +3[ 1+k[ 1
= - - +
POty TI I YR T2 D Tk T T ’

Tro T >
= 1[3X(8yvy+82vz) Byayvx azazvx} +30 1+l 1,
_ T Lo - N TR o TR
= 1[3_div v Avx}+3[3yd1v Y Avy§+k[czd1v v AVZE

B ey o . - -3
. v - Av ,
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Opérateurs agissant sur un produit., On & les combinaisons

suivantes :

grad(fg) = f grad g + g grad + ,

gTad(Gev) = UATOE V + VATOE U + (UeWIV + (VeWIT ,
div(fv) = £ div v + v.grad f ,

div(d AV) = Verof U - uerot v .

TOL(fV) = f rot v + grad fAV ,

TOE(GAV) = U div v - v div 0 + (VWD = (0W)V ,

on a utilisé la notation

(GeVIV = U 3.V + U BV + u3d Vv ;
XX vy z z
ces différentss formules s’établissent en développant le
membre de gauche et le membre de droite puis en les comparant .
L’'opérateur formel (parce que 1’on ne précise pas sur quoi
il agit)

T _ 7
1

V=15 -«

X Y% z
est appelé soit "del” ou "nabla”. Il permet d’introduire les

notations suggestives suivantes :

grad f = Vr s
. -> > >
div v = Vev
ot v = YAy , .
AF = VeVF ,
AC = ($°$)3 :

Dans ces notations on utilise le caractére vectoriel et le

. s . >
caractere différentiel de V .,



II1.8. Thécoréme de Stokes

Soient z un morceau de surface de normale orientés ; 5
' sa frontiére de tangente orientée unité 3, m (en un point
P de I' ) le vecteur unité normal & N et & u et orienté vers
l'extérieur de z [% est un vecteur du plan tangent a z

en P ) (figure 9)., On dit que les orientations respectives

de Z et de T satisfont & la regle d’Ampére si le triplet

—> + + . z . .
(m,u,n) est orienté positivement.

Figure 9

Théoréme II.9.1.(Stokes)

Soient A un ocuvert, z C A un morceau

de surface, T sa frontiere, W un champ de classe C1(A] H
on suppose que les orientations respectives de z et de T
satisfont & la régle d'Ampére ; on a alors

(

J rot w +do = j&’-d?.

r

La démonstration du théoréme de Stokes utilise de fagon déci-
sive le théoréme de Green-Riemann que nous rappelons mainte-

nant sans preuve.

Théoréme I1.3.2. (Green-Riemann) 7
Soient DC R? régulier (cf.II.4), C la

frontiere de D orientée dans le sens trigonométrique positif

(en considérant 0 comme un morceau de surface situé dans le

, > . .
plan xy et de normale Kk , la regle d'Ampere est satisfaite)
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soit f et g B ) ; alors

C

j?dx + gdy = j[(axg - ByF)dxdy .
D

Démonstration du théoréme de Stokes.

>
Socit r(u,v

)

= ?x[u,v) + Ey[u,v) + Kz(u,v),

(u,v) E D une paramétrisation de )} . Pour simplifier lea

démonstration nous supposons x(u,v), y(u,v), z(u,v) E CZ[D) .

Nous allons tout d’abord établir la relation suivante

9 Wed T - 3 wed r = [TOF w,d 1,8 ] ; (1)
u \Y \Y u u \"

dans le membre de gauche 3UW désigne la dérivée partielle

s > o> c iz o=z
par rapport @ u du vecteur w(r(u,v)) considéré comme

fonction de u et v ; dans le membre de droite ror W est

e iz oz o -> . . Z
considéré au point ©r(u,v) ; il suffit de démontrer chacune

des trois relations
-+ > -> -5
8u[1wx) Bvr av(lwx) Bur
- > - -
Su(Jwy) Bvr av(Jwy] 3UF
5 (kw )ed o - 3 (kw )ed T
u z v v z u

en effet, en additionnant (2),

—_— > >

[rot(lwx),aur,avr] , (2)

—_— > > )

[rot(gwy).aur,avrl ’ (3)

[rot(kw ),3 0,3 01 ,  (4)
z U V

(3), (4) (et en utilisant la

linéarité de la dérivation partielle, du produit mixte et du

rotationnel) on retrouve (1). Vérifions (2) : la régle de

dérivation de fonction de fonctions permet d’'écrire

3 (3w ) =IO w *3 x + 3 w ed vy + 3w 3 z) ,
u X X X u Vo X U Z X u

3 (Fw Je3 T = 3 w 3 xe3 x
u X \/ X X U \/

9 (Tw )ed o = 8 w 3 xod x
\ X U X X Vv U

3 (Fw J)ed T =3 (3w ey 1
U X \2 \ X 8]

4

+

3 W ®°3 Yy*3d X *+ J_W °3 Z°3 X ,
Yy X u v Z X u v

0 W ®*3 y*3 X +* JW ®°3 Z°3d X ,
y X VvV u Z X vV u
Qywxiauyeevx - SVywaux)

Bwa(auz~avx - avzvaux) s (5)



rot(iw ) = Jazwx kaywx P
[0 d_w -3 w
z X X
> > -> >a .
[rot(lwx),aur,avr] Det Bux Buy auz ;  (B)
;)
Bvx 3Vy JZ

P

On constate immédiatement 1’égalité des membres de droite

de (5) et (8],

Nous pouvons maintenant passer & la démonstration proprement
dite du théoréme de Stokes., Soit C 1la frontiére de D ,

u = ul(t), v = v(t), a ¢ t ¢ b, une paramétrisation de C ;

I' admet alors la paramétrisation ;(u(t), v(t)), a < t g b ;
le fait gque les orientations de Z et I satisfont & la
régle d'Ampére implique gque C est orienté positivement
(sens trigonométrique) (figure 10). L'intégrale curviligne

le long de T peut s’écrire comme intégrale curviligne le

long de C : en effet

b
[W-d? = f W(?(u(t),v(t)w%—gdt
T

WIT(ult),vit) ) (3 P(u(t),v(t))u’(t)
a
+8vr(u(tl,v(t))v’(t]}dt

J % rdu + w a rdv f
C

w
&V .
direction dles
W <roissants
C
'rl
W = const,
- Vzaceonsk.
9’. —p
w 4
> 5 B

cl

Figure 10
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-> -> R . ,
dans cette derniére relation we*d r est considéré comme
- -
une fonction de wu et v [w(r(u,v))‘aur(u,v)) ; on peut appli-

guer la formule de Green-Riemann

Jﬁ-d? = JJ(au(W-a

> -> >
r) - 3 (w*3 r))dudv
v u

<

T D
(r -+ - - -
= J (3 wed © - 3 wed r)dudv ,
u v v
D
car wed 3 r - wed 3 r =0 ; on utilise (1)
u- v VART!
(> & ([ — > -> - (f > >
Jw-dr = JJ[rot w,aur,avr]dudv = JJfE% wedo . O.E.D.
T D )
Généralisation,. La définition du morceau de surface (II.4)

implique gue sa frontiere comprend un seul arc ; on aimerait
ggalement considérer des surfaces ayant des "trous”. On parle

alors de morceau de surface &8 frontiere multiple ; on suppose

simplement qu’un morceau de surface a frontiere multiple est
constitué d’un nombre fini de morceaux de surfaces ordinaires.
Dans la figure 11, le morceau de surface z & frontiére mul-

tiple admet la frontiére T composée de Po’rﬂ’TZ H

Figure 11

d’autre part | est constitué des morceaux ordinaires
L 1

et 22 de frontisre 61 et CZ « Supposons que les orienta-
tions de C, st C2 satisfont & la régle d’Ampére et soit
- ' . s L s

v un champ vectoriel ; on peut appligquer le théoréme de

Stokes a 21 et ZZ :
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Jc.d; . Jfa% veds
C, 1
Jz.d; - j;a% Vedd
C2 2
le long de leurs parties communes, C et C ont des

1 2
orientations opposées et les intégrales curvilignes cor-

respondantes s’'annullent ; en additionnant ces deux rela-
tions, on obtient donc

[oect o [oedt o [edt - [[5ot Tead

FD P1 F2
on voit donc que le théoréeme de Stokes est encore valable
pour des morceaux de surface & frontiére multiple pour au-
tant que 1’intégrale curviligne soit étendue & tous les arcs
qui composent la frontieére et gque l’crientation de chacun de

ces arcs satisfasse &8 la regle d'Ampere.
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I1.10. Théoremes du gradient, de la divergence, du rotationnel.

Définition. Un volume est 1l'adhérence d’un ouvert
borné de l’espace esuclidien dont la frontiare est une surface
fermée (II.4).,

Lemme fondamental. Scient V un volume, ; = Ia - 38 + ﬁy

la normale extérieure 3 la frontiére S de V , F £ C1(V).

On &
jjjaxfdt = fj?adu , (1)
V S
ffjay¥dr = IJFSdc , “ (2)
Lo
[[fazfdt = Jffydc . (3)
V S

Démonstration, Nous allons démontrer (3), (1) et (23

pouvant s'’é&tablir de fagon analogue. Supposons d'abord que

S ne soit coupé& qu'en deux points au plus par toute paral-
leale &8 1l'axe 0Oz (figure 12) ; S se décompose sn deux mor-
ceauxde surface 21 (partie supérieure) st 22 (partie infé~

rieure) d'équations respectives
z = wth,yl et z = wz(x.y) , (x,y) E D 3

D est la projection commune de 21 et 22 sur le plan xy.

On & sur 21 i

?(x,y) = Ix + 3’}/ + -F’;p,i{X.y) ,
- > _ 7 s
axr/\a r 18qu1 Jeym1 + K,
_ 2 2 3 .
do = ((meq) - (By@1] + 1) dxdy ;
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- -
- -

P IR T I I ey PR—— P
= -
-

figure 12

-> - - . > >
on remargue que (BXI‘AS r)-k >0 , et puisque nek > 0 sur
A\

y - - ->
21 , 11 s'en suit gque er Byr a bien la direction de n ;
on a donc

1
Y =
2 2
(3,00 + (3,00 + 1)

[N

(
ijydo = JJF(x,y,w1(x.y))dxdy H
) D

on peut effectuer le méme calcul pour 22 ; on aura de nou-
- > > . . > >
veau (BXP/\Byr]-k > 0 mais puisque ne*k < 0 sur 22 ,

aXF,«ay? a la direction opposée de celle de n ; on a alors

-

Y = 1 2
2 2 3
((mez) + (aywz) + 1)

(f. [{
JJT'Y(jo’ = *'J ‘F(X,y;(DZ(X:y])dXdy ’
D

Ly
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et, par conséguent,

JJFydc = JJFydo + [JFydc = JJ{?(x,y,w1(x,y))-¥(x,y,w2(x,y))}dxdy

s I, I .

mais on peut écrire, en vertu du théoreme fondamental du

calcul différentiel

wq(x,y)
F(x,y.wq(x,y))-?(x,y,mz(x,y)) =J aZF(x,y,Zde
5 ©,(x,y)
@, (x,y])
JJ?ch = J[[J ) F(x,y,z)dz]dxdy = JIJB f(x,y,z)dxdydz .
© z z
z(ny) v

Pour traiter le cas général, on divise le volume V en un

nombre fini de volumes partiels V VZ""' Vm pour cha-

1,
cun desquels la démonstration effectuée est valable. Soit

81, 821..., Sn leurs frontiéres ; on a

[[fecs = 3 [[foer .
v Y

i

JJFydc = .? JJFch ;
S i=13

i
pour établir cette derniére relation, on remargue que si
Si et S, ont une partie commune ) , leurs normales sont
opposées sur z » lLeurs vy sont égaux en valeur absolue sur
Z mais-de signes opposés, et par conséquent les deux inté-

grales relatives & ] s’'annulent.

Soient V un volume admettant pour frontiére la surface
fermée S (normale extérieure), f et Vv des champs de classe

vy, on a

Théoréme II.10.1.(gradient)

{ fdo = {fg?EE f dt .
-]

S
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Théoreme II1.10.2. (divergence)

js[c.d:; . md Tt .

v

Théoréme II1.10.3. (rotationnel)

(a5 AT = [[[EE 0 ar s
JJdo‘A jijr dt

S
ne e M > - (+
(on pose, par définition, J doAv = - va\dc ) .
S S
Démonstrations. Les théoreémes sont des conséqguences

immédiates des affirmaticons (1)}, (2), (3) du lemme faonda-

mental. Démontrons le théoréme du gradient

jj?dg TJJ?adc . Ejjfsdo + ij%ydc

S
.+r . . .
= 1 JJB fdt + ijja fdt + kJJJB fdt
J X \ Z
V

v V

[}

fr
= J Jgrad f dt ;
J

démontrons le théoreme de la divergence
> rf '
ij-do JJ(vx*a + vy-s - vz°y)dc
S S

1 (. -
JJJ WVt Byvy + azvz)dT = JJJle vedT
v V
démontrons le théoréme du rotationnel

”da@m ”:Avda
S S

=7 - + ¥ - ’ + + -
= 1JJ(BVZ Yvy)dc JIJ(YVX avZ)do kjj(avy svx)dc
S S S



V
+ Kfjj(a v = 5 v_)dr = IJJEE% V dt . Q.E.D.
Xy Yy X
) V
Généralisation., Jusqu'a présent, V a toujours désigné

un volume dont la frontig&re est une surface fermée. Nous

appelons volume & frontiere multiple un volume présentant

un certain nombre de cavités ; on supposera que le volume

a frontiére multiple peut se décomposer en un nombre fini
de volumes admettant pour frontiére une surface fermée.
Considérons, pour fixer les idées, le cas d'un volume V ,
” 82 désignent
les trois composantes de la frontiére de V ; on peut dé-

comprenant deux cavités (figure 13) ; So’ S

composer V en deux parties V1 et V2 de frontiéres
>

21 et 22 , respectivement. Soit v un champ vectoriel ;

le théoreme de la divergence s’applique & V1 et a V2 :

— [
S—
N ———
(a8 Q.
" pae
< <
<4 <¥
[aN [N
] ]
L i
M——-’—\ Z\"j“h'—"\
Ny
<¥
@
Q.
ayd
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Lo ~ . Ay
sur les parties communes a Z? et )5 les normales res=~
pectives sont opposées ; les intégrales correspondantes

s'annullent ; en additionnant ces deux relations, on obtient

{ { {
mdiv 7 dr = ”m; . JEJ:;.dz; . “::.dz
S Z

donc

we

V S

ainsi le théoréme de la divergence est encore valable
pour des volumes & frontiere multiple pour autant gue les
intégrales de surface scient é&tendues & toutes les parties
de la frontiére de V 3 la normale esst toujours dirigése
vers l'extérieur de V (ce gqui signifie, pour une concavitg,
gue la normale est dirigée vers 1’intérieur de la concavité).
Il en est de méme pour les théorémes du gradient et du

rotationnel.

Exemple
Socit V un volume de frontiére S , 0 S ; il s’agit de

calculer (T est le rayon vecteur)
-
I = J[ .45 .
3
S

. '}A z e = i 3 -
remier cas :+ 0 B V 3 le champ v défini comme restriction

de ?/ra & V est de classe 21€V} et .1'on psut appligusr

le thécréme de la divergsnce :
jfdiv v drt
Y

montrons que div v = 0 et par conséqguent I =0 ; en uti-

“e

lisant les formules de I1.8, on obtient successivement :

=Y

div F - o Gﬂv‘? + e ?EB L
3 3 Gl rUg 3
r r T
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grad jg = - 3 r-s;
r
-3
div-:%=0.

-
Deuxiéme cas : 0 8 V (cependant 0 E S) ;3 r °T n'est pas

de classe C1[V) & cause de la singularité & l'corigine ;
soit p > 0 tel que la sphére de centre 0O et de rayon
p soit entiérement dans V et V' = {P E V : ]53] > pl.
La frontiére de V' est forméede S et de la surface

S = {P ; [53] = o} (?iguré 14) ;

?igure 14

La restriction v de r " & V' est de classe C1(V’)

et 1’on peut appliquer le théoréme de la divergence géné-

<¥

ralisé aux volumes & frontiére multiple ; puisque div =0 ,

cn obtient

- Fe> [ G = S
I = r “redo = - Jr redo ;

on est donc ramené au calcul de l'intégrale sur S' ; sur
-5
n

S’ ] = -+/ © - 4
on a = =p/T 3§ T = p constante

jJr—a;-dg = [JP-SF'; do = -JJP-ZdG = - 47 ;
S H

S’ S’

ainsi I = 47 , résultat qui confirme celuil obtenu &

paragraphe I1I.4 .
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. . . — .
IT.11, Définition intrinséque des opérateurs grad, div, 53%.

Lors de la définition du gradient ncus avons mentionné le

probléme de la dépendance de ces opérateurs du triplet fon-
damental choisi. Soit E,a,? un second triple de vecteurs
orthogonaux de longueur 1 et d’orientation directe ; posaons

BeTee Yy e ReoBe e dn e Fos

soit Vv un champ vectoriel de classe C1(D) ot DO est

1'ouvert de définition de v f

V(%)

> + >
1vx(x,y,zJ + va(x,y,z) + ka(x,y,z) -

-
PV

i

> ->
E(E;HJC) * qvn(gsnxg) * PVC(S:H,CJ H

considérons l'opération divergence ; il s’agit de savoir si

en un méme point on a

vax(x,y,z) + Byvy(x,y,z) + Bzvz(x,y,z)

BEVE(E.H,C) * anVn(gtnlg) + SCVC(E;n:C)-
Nous allons démontrer, & l1'aide des théoremes du gradient,
de la divergence et du rotationnel que ces opérations sont

effectivement intrinséques, c’est-a&-dire indépendantes du

repére orthonormal direct de base.

Définition. Soit F(V) wune fonction & valeurs

réelles définie sur l’ensemble des volumes V contenus

dans un ouvert D ; par exemple pour des champs fixes f

et v e c%(), FLV) = JJJFdT , FLV) = JJC-dE o0 S est
V S

la frontiére de V . Soit @ € D ; on écrit

lim = F(V) = a

V=Q

si peur tout € > 0 , il existe § > 0O tel que
VC{P : |GF] < §}ND entraine

1L F(v) - a] < ¢
T

o0 T désigne la mesure de V.



g3 ?{V) gst un vecteur foneticn du volume V

v
- 4 »
on définit 1lim Tt 'F(V) composante par composante.

'aj-—:ag}
‘;» v ro o o
Lamma .. Soit ¥ et v des champs définis sur
l'ouvert D et continus eu point § B O ; alors
e
l1im = J}J?dt = f(Q) 3
VG f
. 4 - >
lim o= {(gvdt = v(QJ) .
V'*Q T / ) J
v

Démonstration. Soit € > 0 donné ; puisgue f est

n
continu en & , il existe & > O +tsl que
£(Q) ~e < f(P) < f(Q) + ¢ pour |OP| < &
soit VC{P : |OF] < 8}1D ; on a

(Fi@)-e}f[de < j[[?dt < (F{Q3+€}[j
v v v’

T par T , mesure de V., on obtient :

W

Rm——
(8N
o~
e

o
9]
o
feed
4]
bda
e
©

le cas vectoriel se raméne au cas en procédant

par composantas.

oy 3 5 S i) _‘b. in s
Théoréme II.11.%1. Soit O un ocuvert, £ 8t v E Lﬁ{i?
&0 alors
P ’E { > .
grad f(Q) = lim ? {@dd {13
‘J’..);Q JC\
. -> . 1 I
div v{d) = 1lim = Jvedd (23
vsn T
e 4 o o
rot vI{Q) = lim =!|doAav (31
Y T}%)

-

o S représents la frontiére de V .
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Remargue. Il est facile de vérifier que les membres
de droite des relations (1), (2), (3) sont indépendants_du
triplet fondamental ; il en va par conséquent de méme des
membres de gauche ; (1), (2) et (3) peuvent étre adoptées
comme des définitions de g?EE, div, rot ; ce seront des

définitions intrinséques.

Démonstration du théoréme IZT.11.1.

Nous nous contenterons de démontrer (1) puisque (2)
et (3) s'’établissent de fagon similaire & 1l’aide du lemme
et des théorémes de la divergence et du rotationnel
(théoréemes II.10.2 et II.,10.3). On utilise successivement
lg lemme et le théoréme II,10.1 du gradient : |

grad (@) = lim %Jf[graé £ dr = lim %jf?d? :
V-+Q V@

Remargue. Le caractére intrinséque du gradient

et de la divergence impligue celui de 1l’cpérateur laplacien.
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I1.12. Formules de Green. Fonctions harmonigues.

Soit V un volume de frontiére S , f et g € CZ(V) 3

en utilisant les formules du paragraphe 11.8. , on a

div(f grad g) = fAg + gréa F-graé g 3

en appliquant le théoréme de la divergence on a

J[? ¢Tad gedo = JIJFAg dr + JJJgraé fegrad g dt ; (1)

si n est la normale extérieure & V , grad g»ﬁ est la
dérivée g% de g dans la direction A (paragraphe II1.6)

et 1’on peut écrire

I ( e
J[F grad g-dg = JJF grad g-ﬁ do = IJ? %% do ;

finalement (1) devient

JJJ?Ag dr = JIF%%dc - JJ[grad ?-graé g dt 3 (2)
V S V

c’est la premiére formule de Green. En permutant les rSles

de f et g dans (2), on obtient
JJJgAF dr = IJg%%dc - Jjjgraa gegrad £ dt
V S V

en soustrayant de (2) on obtient la seconde formule de Green :

_ - dg _ ,df

jJI(FAg gAflidr J{{Tdn gdn)dd . (3)
V S

Remargue. Les relations (2) et (3) sont enccre

valables pour des volumes & frontieére multiple pour autant
gque l'on prenne en considération toutes les parties de la

frontiére avec la normale extérieure au volume.

Définition. Un champ F & CZ(V) est dit harmonique

si en tout point P de V

Af(P) = O
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Exemple. Le champ
1

fFi(xX,yY,2) = = =
Ix“+yTrz

est harmonique dans tout volume gui ne contient pas 1l'ori-

PR B

gine, En effet, on a

3 1. i(x2+y2+22}-3/02 2%,
X 2
r
<>
r\adl:--—r.‘-
g r 3° (4)
r
—

1 = 3 ® 1 =
A; = divegrad - 0 s

nous avons utilisé un résultat obtenu dans 1’exemple de la

fin du paragraphe II.10.

Théoréme II,12.1. Soit f harmonique dans la sphére de

centre P et de rayon R , de frontiére S ; on a

£(P) = 12”%0 .
4mr

S
Remargue. Le théoréme exprime que la valeur au
centre est la "moyenne” des valeurs sur la frontiére de la
sphére,
Démonstration. Sans restriction de généralité on peut

supposer que P coincide avec l'origine (en effet, une
fonction harmonique sur laguelle on effectue une translation
des coordonnées reste harmonique). Scit V 1la sphére de
centre 0 , de rayon R ; on ne peut appliquer la seconde
formule de Green (3) & cette sphére si g = % ; en effet,

g posséde une singularité & l'origine et n'est, par consé-
guent, pas de classe C2 dans V . "Isclons” cette singu-
larité en retranchant de V 1la sphére V' de centre O ,
de rayon p < R , de frontiere S' , La frontiére du volume
résultant V" comporte les deux parties S et S’ ; A R

la normale orientée sera extérieure &8 V" (figure 15).
1
r

=

Appliquons (3) &8 V" , f harmonigue, g =

8
2
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puisque Af = Ag = 0 dans V" , il reste

on a :

df oA fdf 2 — T
([ecs - 1f[2ao - & [ct #-3
S S S

]
20—

Jj[div grad f dt = G-
V

Figurg'fﬁ

lad, on a utilisé& le fait gue g &est constant sur S ,

que l'on peut appliguer le théoréme de la divergence

pour V et grad f et que Af = 0 ; de méme on obtient
ggidc -1 gido = l rad F-dg = -l div grad f dt = 0 3
dn pjfdn o] o}

S! S’ 1] ?

le signe du dernier terme provient du fait que n est

dirigé vers 1l'intérieur de V' , Selon (4), on a

dg. . . -SSR AL ISV |
JJFE%do = JJF( 5)en do J[F 5do RZJJF do
S S g T " g

-e

r

en tenant compte de l’orientation de la normale,. on aura

de méme

dg.. . L ,
ijdndo 5| | do
3" P35

en remplacgant ces relations dans (5) on obtient

—|1f do = =||f do
RZ 2z
g P g
soit e > 0 donnéd 3 & cause da la continuité de f en 0 ,
il existe p > 0 tel que |[f(P)=Ff(0)| < & pour P E S’ ;

on & successivement

1 21 . .
ZJIF do = f(0) = ZJJF do - f(0) 3

4R g 4mp Y
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{
puisqgue dec = 4wp2 , On a
c

1 jjf do - F{D)I S ljﬁf-f(@})dc
> >
47R S : amp @

8 = ]
< o ZIJdo £ 3
0 g

ce résultat étant vrai pour tout e > 0 , on en conclut

(
£(0) = — Zij do . Q.E.D.
4mR S
Lemme, Soit f harmonigue dans la sphére de

centre P , de rayon R , de frontiegre S . Si Ff(P) 2 f(Q)

pour tout @ & S , alors f(P) = f(Q) pour tout Q@ de S .

Démonstration. Sgit f(P) = a ; d’aprés le dernier

théoréme, on a alors

f
f(P) = ! ZIJF do g ! ZJJa do = — 2ffdcr = a = f(P) ;
4mR S 4R S 47R S

si en un point @ de S , f(@) est strictement inférieur
& a , alors l'inégalitédevient une inégalité stricte et

l1’on a une contradiction ; donc f est égal 38 & sur S .

A 1’aide du lemme nous pouvons aisément démontrer le fameux

"principe du maximum et du minimum des fonctions harmoniques”.

Théoreme II,12.2.(Principe du maximum et du miminum des
fonctions harmoniques).

Une fonction harmonigque f dans un volume V de frontiére
S prend son maximum et son minimum sur S ; c’est-&-dire,

il existe Q € S , a E S tels que pour tout P E V on ait

£(3) < F(P) ¢ £(T)

Démonstration. Démontrons le théorsme pour le maximum .

~

Soit P un point de V o0 f prend son maximum. Si

Pes, il n'y a rien & démontrer ; supposons donc gque P

n'appartienne pas & S ., Soit W 1la plus grande sphére de
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centre P contenue dans V ; sa frontiére | a au moins
un point en commun T avec S (figure 16) ; d’'aprés le
lemme précédent f(T) = f(P) et par conséguent f prend

aussi son maximum en T qui appartient @ S . G.E.D.

-
S
Figure 186
Corollaire. Soit V un volume de frontidre S et

g wune fonction donnée définie sur S . Il existe alors,

plus, une fonction f harmonique dans V égale & g sur

Démonstration. Scient F1 et FZ deux fonctions har=-
moniques dans V , égales &8 g sur S . La fonction
h = F1 - FZ est harmonique dans V , nulle sur S .

D'apreés le principe du maximum et du minimum, le maximum
et le minimum de h dans V sont tous deux égaux & 0 ;

donc h est identiquement nulle. Q.E.D.
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IT,13, Coordonnées curvilignes orthogonales.

Pour des raisons de commodité, dans ce paragraphe, le triplet
- > > L - - - .
fondamental 1, J, k sera noteé Pqs pz, p, 5 de méme les coor-

~
X X, 3 ainsi le rayon
,‘I 2.' 3! y
vecteur s'exprime désormais de la fagon suivante

données x, y, z seront notées x

-> -
r = X
1pl 1

o~ W

i
Soit Y un autre espace tridimensionnel rapporté aux coor-
données cartésiennes Yqr ¥p» Y5 3 POUT distinguer Y de
l’espace euclidien E considéré jusqu’a maintenant, on peut
appeler Y 1’"espace de paramétres” et E 1'"espace géomé-
trique”. (figure 17). Soient ACY et BCCE des ouverts,
f + A> B une application bijective et g : B+ A 1’appli-
cation inverse de f ; en notations de composantes, f est

définie par les trois relations

X1 = Falygaygeygd ooxy = Folyuyosyad s oxg = Folyyuyouygd

tandis que g est définie par

I I R L D B S T T ar DRI BT A PR PYLE P
nous faisons, une fois pour toutes, l1’'hypothése gue les fonc-
tions Fq, ?2, PB ainsi qui les Fonctions g1r &5 Eq sont
respectivement de classe C (A) et C (B) .

% 4 f le
&S = &

B
0 - 3
y?\ ﬁ ﬁ’
v, Y. espace  des * E: espace aé’«amétriqu.e
parametres

)
(=l
m
[
3
©

—

i~
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Y

figure 18

Chaque point P de B peut 2tre caractérisé soit par ses

coordonnées x,,X
1272273

du point correspondant @ E A ; Yq+Yo1Yg sont les

» X soit par les coordonnées YyrYosYg

"coordonnées curvilignes” de P ; le rayon vecteur peut

alors s'écrire

3
> -
I"(y,];yz;)/B] = iquifi(yq.yZ,yS)J ;

> ->
posons e, = 3 I ; 0On aura

3
> >
ek(y1,y2,y31 = igqpi aySi(y1'y2‘y3) , k=1,2,3 ;

- > > .
[81,82,83] est le repére naturel au point P € E de coor-

données curvilignes (y,,V.,¥.) 3 2. est tangent & T,
1772773 i

i
(figure 18).

Définition, Un systeme de coordonnées curvilignes
(c’est-a-dire la donnée de f : A > B) =est corthogonal si

en chaque point P 1le repére naturel est formé& de vecteurs

crthogonaux d’orientation directe.



Par la sulte, nous nous bornerons & consid

&

des systémes de coordonnées curvilignes crtho
+
d 1 g

gonaux. Sgit donc

. " N - <
un systéme de coordonnées orthogonal st | 4785085 le
repere naturel ; posons

> - T e .
hi - Egi} F] 8]‘_ - Hi Bi 2 - ?,2,3 H
> . o . 2 o T
[eq,s?,aq) gst alors (pour cheque point de B) un triplet
de vectsurs orthogonaux de longueur 1 ; on appelle ce triplet
H [
"repére naturel normé” ; il est esssntiel de noter que
- e ES . .

hyshoshss €,,6,,€, sont des fonctions du point PEB.
i L 1 ot
Remargue., Considérons la surface de coordonnée

21 définie plus haut et paramétrée par et y, 3 on a

Y2
alors (voir la "régle” de calcul des intégrales de surface,

paragraphe II1.4) :

- -5 > 3 -3 > ->
do = 3y.rASy.r dy.dy., g, ANe, dy.dy. = h,h,e, Ne_, dy_dy.
Y2 I3 G¥o8Y5 2 %3 /3 273%2 Y%
-5
= h_h '
do = hyhae, dyydyg s
do = Ny dyzdy3 H
de méme, considérons l'arc T, défini plus haut et paramétre
par vy, ;3 on a alors (voir la'régle” de calcul des intégrales
i
curvilignes, paragraphe I1.3)
- -3
dr = 3 r d g,d h, €, dy
y, = %Y1 1991 7 Ny B By
i

enfin considérons un volume VC.E aramétré par

P

d’aprés la régle des intégrales triples on a pour 1'élément

de voliume dt ¢



Det (8 f, 3 f, 3 F,||dy,dy,dys

X,o3X 49X
dt = J M R S
y/] 'y2'y3

> > > > > >
|ley,850851 dy dy dyy = hyhohale,,€,,€51dy, dy dy,

h1h2h3 dy,ldyzdy3

ot [ , , 1 désigne le produit mixte.
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-~ _-—> 3 _> ~
II.14, Opérateurs grad, div, rot, A en cocordonnées

curvilignes orthogonales.

Considérons un systéme de coordonnées curvilignes orthogonal
défini par 1l’application f : AC Y — BC_E et son inverse
g ; on utilise les mémes notations qu’au paragraphe précédent

-

en admettant les mémes hypothéses en particulier (31,92,33)

H
) < > > -1 = .
est le repére naturel, h, = le. ], €, = hyg; 3 un point P E B
a les coordonnées cartésiennes (x1,x2,x3) et les coocrdonnées
curvilignes (y1,y2,yql 3 on considérera que h., est une ap-
2 -~ du

plication de A dans R , donc une fonction de (yq,yz,y3) .

Soit ¢ et & un champ scalaire et un champ vectoriel de
classe C'(B). Soit u: A+R, u* t B>R, v:A->V,
V* : B>V (o0 V désigne l'ensemble des vecteurs]) définis

par
= = *
o(P) u(y1,y2,y3) u [x1'X2'x3)

-»> > ->
= = * 2
w(P) V(y1:y2:y3) \ (x1lx27x3) 5

u et u* sont les fonctions représentatives du champ
en coordonnées curvilignes 8t cartésiennes respectivement ;
3 et 3* sont les fonctions & valeurs vectorielles re-
présentatives du champ 5 en coordonnées curvilignes et
cartésiennes respectivement ; posons

- 3 -
vy sy .y4) = kz1vk(y1,y2,y3) e lyqayosysd

3
Théorsme 11.14.1. gred® = | & A= u .
k=1 v Yk
Théoreme II.14.2. div ! ; 5. (h hohy o
e e L] (] ] v = i Fo—" 8
o Ly M2 E
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h1€1 h2€2 h3€3
i 1
rot w = TR Det 3 3 3
1723 Y Yo Y3
C Ve Py havg
=%, = — (3 (h,vi) - 3 (hov.)) + 2
1 h2h3 y2 3°3 3 2 2 2

Théoréme II.,14.4. En supposant de plus w E CZ(B), on a :

3 h,h_h

1 1723
AQ = e z 3 3 u
h,h_h 21 yi [ f yi }

Démonstraticon du théoréme II,14.1. Puisqgue

3
grado (P) = 7} ; 3 U (X, ax5,%x5)
k “x 1772773
k=1 k
L )—§+“*F( )
fi¥ardarYst T L Pk Oy Tk YarYerYal

on a, par le théoréme de dérivation des foncticns composées

L1}
e W
Q>

*
O (x1’x2’x333yifk(y1’yz'y3J

e > —_— ->
= grad @(P)-ei(y1,y2,y3) = hi(yq,yz,yalgrad w(P)'ei(yq,yz,y3] ;

on a alors
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Démonstration du théoréme II1,14,2, Par linéarité il suffit

d'établir séparément le théoréme pour les trols champs

. >
= \ 7 1 3
wi(P) vi{y?,yz,yB} ei(y@;yz,ya,, i 1,2,3, Nous faisons

le calcul pour ® c'est-a~-dire gue nous &tablissons la

33
relation

div zS = — 3 (h1h2v33 f

considérons & cet effst 0 8 A , P = £(Q) € B ; soient
(a1,a2,a3) les coordonnées cartésiennes de @ dans Y
cfest-ad~-dire les coordonnées curvilignes de P ,

C = {(yq,yz,y3) B Y : a < ' £ a;*z, i=1,2,3}C A,

I et 1" 1les faces inférieures et supérisures respective-

ment de C (figure 13) ;

7! @A

Yy % g
L

Y,
Xy

Figure 19

soient V , )} et J' les images par f de C , I et I’
respectivement ; soit S 1la frontiére de V . Appliguons
a Vv et 33 le théoréme de la divergence (théoréme I1.10.2)
egn tenant compte de la remarque établie & la fin du paragra-
phe précédent ; on constate que seules les "faces” - Z gt

=

Z’ apportent une contribution & 1l'intégrale de surface :

{
JJJdlvw dr = [jagedg = {{zavdg * l}gaodg 3 (1

8, +z a_+z a *z
.o _ 1 ( 2 3 . .
[fjdlvw3dk j dy,g dyz j (h hz 3d1v w3}(yqsy23y33 3 (2]

V
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(Z]za.dg o [[5ged8 -

J 2,
8,+2 (8,2
= J dy, J dy, {(hqhzva)(yq.y2,53+z)-(h1h2v3)(yq.yz,aS)}
a a
1 2
a,*z a,+z ag*z
= J dy1 J dy2 J ay (h1h2v3)(y1,y2,y3)dy3 (3)
a, a, a5 3

en remplacant (2) et (3) dans (1) on obtient

(3,+2 a,*z a5tz
J dy1 Ja dy2 Ja dy3 R(yq,yz,yB) = 0 (4)
21 2 3
. ->
R(yq,yz,ya) = h1h2h3 div wg By (h1h2v3) H

3

le membre de gauche de (4) peut 2tre considéré comme une
fonction P(2) définie pour les z > 0 tels que le cube
CCA ; puisque A est ouvert, il existe ZO > 0 tel gue
CC A pour tout 0 < z < Zo . I1 faut montrer que

R(a1,a = 0 ; supposons gue ce ne soit pas le cas ;

2,a3)
puisque R est continu, il existe alors z < z, tel qgue
R soit différent de zérc et de signe constant dans le cube
C de cBté Z ; on aurait alors P(Z) # 0 ce qui est une

contradiction,

Démonstration du théoréme II.714.3, Calculons la 3ieme compo-

— > .
sante de rot w dans le repére naturel normé, les deux au-
tres composantes pouvant &tre obtenues de fagon analogue ;

nous avons & établir la relation

—

> - 1
rot w ¢ €, = == (3 (h.,v,) - 3 (h,v,)) ;
37 R, Ty, 202 y, 11
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~

Considéraons & cet effet § B A , P = f{(@) B B ; soient

{51,a ,83) les coordonnées cartésiennes de dans Y ,

g
2
c’est-ad-dire les coordonnées curvilignes de P ,
I = {(yQ,yZ,y3) B Y:a sy, £ a, + 7, 8, S ¥, £ 8, %z,
Vg = a3}C: A, YysYps¥30Y, les cBtés de I (figure 20) 3
soient ) , rysT5T5,T, les images de T, Yq'Yz’Yi’Y4 par
f 3 l'orientation de Z est fixée en choisissant ¢ comme

3
normale orientée 3 l'crientation de T , frontiere de Z R

est choisie de manigre a satisfaire la reégle d’'Ampére (ne pas
<>

82,

cublier que (Eq, 33) gst un triplet direct.

figure 20

Appliguons & X st & o ls théoreme de Stokes (théorame
IT.9.1) en tenant compte du fait gue le long de T,,T_,T_.,T

la tangente est respectivement 31,82,-81,-82 y par ailleurs

on utilise la remarque de la fin du paragraphe précédent :

[[7t Bec - [3eaF (5)
r
ff—ty-y.d->_ [ -JE—>->d ~ a'].%j (624'3 (h h :_)-—)--))( .
&Jro wedo = ZJFO we e do ) Y, Ja yoth horot wee dly, sy ,a5];
1 2

(6)

a,+z
> > 1 -
® = -
Jw dr ja {(h1v1)€y1,az.a3) \hﬂvq)(y1,32+z.aa)}dy1
r 1

a.+2zZ
2 r \
+ ja {(hzvz)(a1+z,y2.a3) LhZVZ)(aquztaa)}dyz
2
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ra1+z a2+z
= -J d j By (h1v1)(y1.y2,33)dy2
31 1 7a 2
(a2+z a1+z
+ J dy2 j By (hzvz)(yq,yz,aB)dy1 f (7)
a2 a1 1

en remplagant (6) et (7) dans (5) on obtient

(8,72 ray*z

1 2 )
1 2
— > . _ .
S(yq,yz) = h,h, rot weey - L%ﬂ (hzvz) ayz(h1v1)) ;

le membre de gauche de (8) peut &tre considéré comme une
fonction de Q(z) définie pour les 2z > 0 tels que le
carré NTC A ; puisque A est ouvert, il existe ZO > 0

tel que T CCA pour tout 0 < z < Z, I1 faut montrer

que S(aq,az) = 0 ; supposons gue ce ne soit pas le cas ;
puisque S est continue, il existe alors 2z < Z, tel que

S soit différent de zé&ro et de signe constant dans le

carré H‘ de c6té z ; on aurait alors Q(z) # 0 ce qui est

une contradiction.

Démonstration du théoréme II.14,4. Le théoréme est une con-

séquence immédiate des théorémes I1I.14.1 et II1.14.2 ainsi

gque de la définition du Laplacien : Ap = div grad ¢ .

Coordonnées cylindriques. Le systéme des coordonnées cylin-

driques est défini par la relation

- - > . >
' = PyY¥y COS ¥y, * Pyy, SIN Yo * P3¥g i
suivant l’usage habituel on utilisera les notations Ve =T

Yo = 8, Y3 = Z s (figure 21) ;



II.14

de méme les indices 1,

placés par

r, 6 ou z .

les relations :

-
r =

oV [uR

¥

grad

div

Ao

-> > .
pqr cos 6 + pzr sin 6 +

€4

d e++ _e h
p, cos P, sin 3

> . >
- p4yr osin g + pzr cos 8

126 -

-
P

r

32

™
@

¢

™
3]

\|

-
D3 3
-2 5 u-+?, Ly
© = €L 9.4 €9 T % ¢
-l rv) s 3y
r r T 0 9
- ->
1 €. reg
= = [at. 3 9
r r 3]
VP I."Ve
1 1
= 9 (r 3_ u) + -5 888
r
b
gk
P,
ﬁ \‘tf
6 T~

Cfigure 21

cos

.2
P3

2 ou 3 seront systématiguement rem-

On obtient alors immédiatement

8 + p, sin @8 3
2

> . =
p1 sin 9§ + p2 cos 6 3
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Coordonnées sphérigues. Le systéme des coordonnées sphériques

est défini par la relation

r=p i 0s - B i si + B ;

L = p.y, siny,c Y3 Poy, sin y, sin yg Pa¥y co8 vy,
suivant l'usage habituel on utilisera les notations

Yy = Ts ¥, T O (colatitude), Yy = ¢ (longitude) (figure 22) ;
de méme les indices 1, 2 et 3 seront systématiquement rem-
placés par r, 8 et ¢ . On obtient immédiatement les

relations

- - - >
r=p,r sin 6 cos ¢ + P,T sin 6 sin ¢ + P3T cos 8 ;

(e =p, sin 8 B sin 8 si 0 8 1
= + . - .
e p, sin cos ¢ P, sin sin ¢ + P3 cos ; hP ;
-> -> e -> e. -> 'e h

{ &g = p,r cos cos ¢ + pzr cos sin ¢ p3r sin b by =T 3
- > -
\ 8y = T P4T sin @ sin ¢ + P,T sin 6 cos ¢ ; h¢ = r gsin 0 ;
(€ = p, sin 8 ¢ in 0 si 4 5
= + bl + .
- p, sin cos P, sin sin ¢ Py COS ;
4 Ze = 51 cos 6 cos ¢ + p, cos 8 sin ¢ - 33 sin 8 ;
- - . -
= - + H
k €¢ p, sin 0] p, cos o ;
3 g 3 . L3 : L 5
= + - + st .
grad @ r °p 0 T %9 ¢ €¢ r sin 6 ¢ "¢
.o 1 2 . .
div w = [9_(r®sin 6 v_) + 3,(r sin & v, ) + 3 (r v, )]
. r r 8 6 o ¢
r~ sin ©
(e IS in 6 ¢
i r gy r sin s¢
—_ > 1 N
rot w = Det Br Be 3
r” sin 6 -
v TV r sin 6 v¢
1 2 1 . 1
A = 5 Br(r ar uj) + . ae(sln 0 86 u) o+ > 3¢3¢ U
r r” sin 6 r- sin” 6
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Figure‘ZZ

v



ITI. SERIES DE FOURIER

III.1, Fonctions continues par intervalles

finition, Soit f :R >R, a ER . On pose (si ces

CJ
[
’..J s

limites existent)

f{a+0) = 1lim f(t) (valeur & droite de f =&an a)
t+a
t>a
f(a-0) = 1lim f(t) (valeur & gauche de f en a)
t+a
t<a
Définition. f : R R est continue par intervalles

si 1) f(a+0) et f(a-0) sont définis pour tout a ER
(c'est-a-dire si les limites correspondantes existent)
2) l'ensemble des points o0 f est discontinue n'a pas
de point d’accumulation. L’'ensemble des fonctions con-

. . o
tinues par intervalles est noté par CI .

Remargue. La premiére condition de la définition
précédente indique qu’une fonction continue par intervalles
n’'admet que des discontinuités de premiére espéce c'est-a-dire
des sauts ; si a est une discontinuité de f , f(a+0) - f(a-0)

est le saut.

Remargue. On vérifie aisément que la somme, la diffé-

rence et le produit de fonctions continues par intervalles est
. . . . . o

continue par intervalles ; en particulier C est un espace

I
vectoriel.

s}

Théoreme II.1.1. Socit f E CI’ et J wun intervalle borné.

Alors

1) f admet au plus un nombre fini de discontinuités dans J .
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Lied

2) Si f est continue sur l'intervalle ouvert borné Ja,bl ,
alors la restriction de f & Ja,bl puss@de une exiension
unigque continue définie sur la,b]

3) f est bornée sur J .

Cémonstration. 1) Supposcns par l'’absurde gque f admette

un nombre infini de discontinuitéssur J ; on peut alors cons-
truire une suite [ai]:=1C:J od les a, sont des points de
discontinuité de f distincts ; d’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrass (théoréme I1.3.10), il existe une sous-suite con-
vergeant vefs un point a ER gqui est manifestement un point
d’accumulation de l’ensemble des points de discontinuite,
contradiction.

2) Scit g : [a,b]l> IR définie par
g(t) = f(t) , t € Ja,bl , gla) = f(a+0), g(b) = f(b-0)
g est alors l'unique fonction continue sur [a,b] égale
& f sur Ja,bl ; on remarque que g étant continue sur
la compact f[a,b] est bornée ; par conséquent f est éga-
lement bornée sur la,bl

3) D’'aprés le=pcint.1 , 1l existe des points
tO < t,l < t2 < .. < tn tels gue JC:[to,tn] et tels gue
f soit continue sur [to,tn] excepté éventuellement en
ti' i=1,2,...,n ; d’aprés le point 2 , il existe M, EIR,

i
tel que Tf(t)|g M., t € ]ti- ,ti[ ; alors pour t € J

1

|£0) | < max (M, , M ML IR TR [, [FLE DD

o
Définition. Soit f, g € C(Ij et AC R . On dit que

f eégale g presque partodt sur A et l'on écrit "f = g

p.p sur A " s'il existe @ CZ A n'ayant pas de point d'ac-
cumulation tel gue f(t) = g(t) pour tout t E A , t EQ
Si A =R , on écrira simplement " f =g p.p " .
On vérifie aisément que la relation
"eégale presque partout sur A ” est une relation d’'équivalence ;

de plus f =g p.p sur A et u=v p.p sur A implique

f+u = g+v p.p sur A, f-u = g-v p.p sur A, feu = gev p.p

sur A .
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Définition. Soit f E c? . Soit [a,b] wun intervalle

fermé 3 il existe (theoréme IIT.1.1) a = t < t, < t.< 4ne< t = b
0 1 2 n

tels que f soit continue sur chacun des intervalles
]ti'ti+1
sur ]ti_1,tiE ; On pose

[ 5 soit g, ¢ [ti'ti+1j - R continue, égale & f

(b
J flt)dt =
a

fti
J g.(t)dt
17 ¢ *

i-1

ne~13

i
Par une décomposition convenable de 1’'intervalle f[a,bl ,

on vérifie 1l’implication

(b (b
f =g p.p sur [a,b] ::J F(t)dt = | glt)dt ;
a a
en particulier si f(t) = 0 p.p sur [a,b] , alors
b
J f(t)dt = 0 ; le théoreme qui suit est une sorte de récipro-
a
gue de ce fait.
o b
Théoréme III.1.2. Soit f E CI tel gue J [f(t)|dt = O ;
alors f =0 p.p sur [a,b] .
Démonstration. Puisque l’ensemble des points de disconti-

nuité de f n'’a pas de point d’'accumulation, il suffit de
montrer que f(t) = 0 pour tout t € [a,b] od f est con-
tinue ; supposons que f scit continue en C € [a,b] mais
f(C) # 0 ; il existe alors o et B tel qgue

C € [a,B] C [a,b] avec B > a et {F(t]l>%iF(C)[ t € [a,B]

on aurait alors

b B 4
f [f(t)|dt > J [f(t)|dt 2 g(B‘u)lF(C)[ #0 ,
a o

ce qui constitue une contradiction.

b
Corollaire. si f e c(la,bl) et J |f(t)|dt = 0,

alors f(t) =0 a=< t <b e
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Cémonstration. Il suffit de reprendre la démonstration du

théoreme III.1.2 , en remarguant que IF[ est continue pour

tout t E [a:b} e

Chs s 0 . e .
Définition. f € CI possede une dérivée continue par

intervalles si les conditions suivantes sont satisfaites

1) 1’ensemble Q des valeurs o0 f n’a pas de dérivée n'a
pas de point d'accumulation ;

2) la fonction f' : R +1R égale & 0 pour t EQ et égale
a8 la dérivée de f en t pour t £ Q est continue par in-

tervalles.Si les conditions 1 et 2 sont satisfaites, la fono-

tion f' est, par définition, la dérivée de f .

PP - n n . n-1
Définition. f est de classe C{ (f € CI) si f EC
et si la dérivée (n-1)iéme de f , f n-1) posséde une dérivée
continue par intervalles notée F(n] .
Remargue. Soit f, g € C; possédant des dérivées con-
tinues par intervalles f' et g' ; soit h = f+g ; on vérifie

aisément la relation
h* = f'+g' p.p ;
cependant, en général, on n'a pas h'(t) = F'(t)+g’'(t)
pour tout t E R ; considérons l'exemple suivant
[t t#0 0 t#0

f{t) = , glt) = H
-1 t =0 11 t=0

on aura f'(0) = g'(0) = 0 , h(t) = t , h'(0) =1 # f£'(0)+g’'(0)

Théoreme III.1.3. Soit f E c? admettant une dérivée +'

continue par intervaelles. Alors pour tout a ER , on a

lim F(t);f;a+g) £'(a+0) , lim

t+a t+a
t>a t=<a

f(t)-f(a-0)
t-a

f'(a-0) .
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Remargue. Les deux limites apparaissant dans le
théoreme 111.1.3'p9uvent étre considérées comme les dérivées
a droite et & gauche de f =en a ; le théoreme affirme gue
si f possede une dériveée continue par intervalles, alors

f possede en chague poi. .t une dérivée & droite et une déri-
vée & gauche égales respectivement & la valeur & droite et

& la valeur & gauche de la dérivée.

Démonstration du théoréme II1.1.3. Démontrons la premiere

affirmation du théoreéeme. Sous les hypotheéses faites, il
existe b > a tel gque la restriction de f & Ja,bl

soit de classe qu]a,b[) ; posons g : [a,bl »IR égale

a f pour t E Ja,bl , & f(a+0) pour t = a et &
f(b-0) pour t = b ; d’apreés le théoréme II.1.71 ,

g € Cq([a,b]) ; donc g , et par conséguent f , possedent

. 1
une extension h :IR - R de classe (C ; on a alors

h(t)-h(a) _ £(£)-f(a*0)

h'(a) = 1lim 1im
t>a t-a t>a t-a
t>a t>a
= lim h’'(t) = 1lim +'(t) , J.E.D.
t+a t>a
t>a t>a

Théoreme III.%1.4. Soit f et g E C} 5

tion par parties est valable;c’'est-a-dire que, Qur un in-
g P

la formule d'intégra-

tervalle [a,b]l , on a

J f'(t)lgltldt = f(blg(b)-flalgla) - J fltlg'(t)dt
a a

Démonstration. D’apreés les définitions et le théoreéme

IT.17.1 on peut trouver les abscisses a = tO < t1 < t2<...<tn

tels que les restrictions de f et g a [ti—1'ti] soient

de classe 61([t._ ,t.1) 5 soient u, et v, : IR +R de
1-1° 71 i i

(e
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classe 61 égales & f et g respeclivemant sur lti—l'ti‘ b
ocna wu. =f'" et v! = g' sauf peut 8tre en t, et t, 3
i i i-1 i

en appliquant a uy et Vi la formule classique d'intégra-

tion par partie on bbtient

t. (t,

Toofr(tdgltddt = | Y uwl(E)v.(t)dt = u.(t v, (t.)-uL(t, L dv.(t. )
, , i i i 71711 i~ 7i-17 1 711
t, t,

i-1 i-1

(t.
;
- J T ouL(t)vi(t)dt
t i i
i-1
ti
= F(ti)g[ti)—F[ti—1)g(ti—1)_J f{t)lg'(t)dt ;
t.
i-1
en effectuant la somme de ces relations pour 1 = 1,2,...,0n,
on obtient le résultat désiré.
Remargue. Pour g(t) = 1 , le théoréme III.1.4 se

réduit au théoréeme fondamental du calcul différentiel et

intégral qui est donc valable pour les fonctions de classe

1
CI
(b
J f'(t)dt = f(b)-f(a)
a
Remargue. Le théoreme d’'intégration par parties

ne se généralise pas pour des foncticns non continues ainsi
que le montre l'exemple suivant : soit f(t) = 0O t £ 0O ,

f(t) =1 t >0, g(t) =1 on a

1 (1
0 = [ Frit)gltldt # F(Mgl1) - F(-1)g(-1) - 1 Fltig’(t)dt = 1

A

1 !
Théoréme III.1.5., Soient f E C? et a < b ER ; alors pour
tout € > 0 , il existe g € C} tel gue

1) suplg(t)]| ¢ lsup|f(t)]|, gla) = fla) , glb) = Ff(b) ,
tE[a,b] te[a:b]

b
2) J [f(t) - g(t)|dt < e .
a
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Démonstration.’ Nous allons construire une suite de fonctions
g, = Ci satisfaisant & la condition 1 du théoreéme telle gue
L
(b | |

1im J [f(t)-g (t)|dt = 0 , ce gui démontrera ainsi le théoreme.
nwre /g 4

Scit a = t < t, < t .. <t = b tels

» 1 2 m
gue chacune des foncticns hi : [ti—ﬁ’ti] + R égale & f
sur }ti—ﬁ'ti[ , égale a F[ti_1+0) pour t = ti-1 et égale
a %(ti—O) pour t = ti soit continue ; soit w,(8) le
module de continuité de h, et soit w(§) = max wi(é) .
- : i=1,..,n

Soit M tel que |f(t)] € M, t € [a,b] (théoreme III.1.1).

Soit h = (b-al/n , T, T a+rih ; g, : R >R est définie par

les conditions suivantes

a) gn(t) = f(al] t g a ;
b) gn(t) = f(b) t 2 b 3
c) gn(tl = ?(Ti)+(t-Ti)(F(Ti+1)~F(Ti)J/h P
7. £ t € T, > 1= 0,1,...,n"1 3
i i+1

P . 1 . N Ly
on vérifie aisément que g E CI et satisfait & la condition

1 du théoréme (figure 1);chacune des discontinuités

tq)t

[T.
1

2’""’tm-1 peut aeppartenir & deux intervalles partiels

’Ti+11 au plus ; a et b pouvant etre des discontinuités,
on constate qu'il yv a sur [a,b] au plus 2m intervalles
partiels o0 f peut &tre discontinue. Considérons tout

1 Cla,bl] sur lequel f

1 , on a

d'abord un intervalle I[T..,T.
17 7i+1

est continue ; pour t E [T.,T.
i’ i+

|F(t)-g ()] = |F(E)-Ffl1,) - (t-T,)(f(7, ,)-f(t.,))/h]|
n i i i+ i
< [ FE)-Flx,)] + |Ff(r, )-Ff(1.)]
i i+1 i
< 2 w(h) . (1)

Pour un intervalle quelconque [Ti,ri+1} C_[a,b] contenant

éventuellement une discontinuité de f on a Ign(t)l £ M
t € [Ti’Ti+1] et par conséguent

- t
[f(t)»gn(t}] < |[Fle)] + lg ()] s 2M, t € [t,01;,,1 « (2)
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Notons par ' la somme portant sur l'ensemble des inter-
valles [Ti,ti+1} (- [a,b] o0 f west continue ; de méme

Z" dencte une somme sur l'ensemble des intervalles
[ti,ti+1] (C[a,b] o0 f n'est pas continue. De (1) et (2),

on tire

T,
¥’ J 1+1|¥{t]-gn(t)|dt g 2(b-a)wlh) ;
T

'3
Tieq
2" J | flt)-g (£)]dt < 4mhM ;
T,
1

b
J EF(t)-gn(tJIGt € 2(b-alw(h) + 4mhM ;
a

d'apres les théorémes I.7.7 et I.7.8 1lim w(8) = 0 ;

§-+0
puisque h = (b-al/n on obtient la relationcherchée
b
lim j {F(t)-gn(t)|dt =0 . Q.E.D.
n+o /a

figure 1
trait plein : f
trait pointille : gg
points d'abscisses to et t1 : valeur de f en to et t1

(ol |
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Définit

continu

Hn}n=1

ion. Soit [f ] ., wune suite de fonctions
gs par intervalles

converge en moyenne quadratique vers + E C sur

l'intervalle borné [a,b] si

-
rD

lim j (Fn(t)—$(t))2dt -0

n>o /g
Remargue. La limite d'une suite de fonctions selon
la convergence en moyenne guadratique n'est pas unique ; en
fait si 1lim f = f en moyenne quadratique sur [a,b] et
» n-+co n
f =g p.p sur [a,bl] , alors 1lim f = g en moyenne guadra-
s n-»co n
tique. La réciproque de ce fait sera démontrée au théoréme
IIIIZISI

.0

Théorsme I1II1.1.6. Soient [£ 1°...C¢c%, fec?, [a,b]

n n=1 I I

un intervalle borné ; les notions de convergence ponctuelle

sur [a,b] , de convergence uniforme sur f[a,b] et de con-

vergence en moyenne quadratique sur [a,b] satisfont aux

relations suivantes

J[Fn]+$ ponctuellement sur [a,b]?%{¥n]+¥ uniformément sur [a,b] (3)
{{Fn]+¥ ponctuellement sur [a,b}7®{¥n}+¥ en moyenne quadratique sur [a,b] (4)
j[?n]+¥ en moyenne quadratique sur [a,b]#b{Fn]-+F uniformément sur [a,bl (5)
L[Fﬂl»% en moyenne quadratique sur [a,b]?ﬁ{Fn]->¥ ponctuellement suria,b](8)
([Fn]+¥ uniformément sur [a,b] =>[Fn]+F ponctuellement sur [a,bl (73
1[Fn]+¥ uniformément sur [a,bl] =>[$n]+F en moyenne quadratique sur [a,b] (8)
Démonstration. Pour démontrer (3), considérons 1l'exemple
suivant : a =0, b =1, f (t) =t , f(t) =0, t <1,

f(t) =1, t =213 les Fn sont continues ; s'il y avait

convergence uniforme sur [0,11, f  serait continue sur {0,113

(théoréme -1.9.3), ce qui n'est pas le cas.
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Pour établir (4), considérons l’exemple suivant a =20,
b =1, Fn(t) =0, t<0 et t 2 % s fn{t] s - nz(t—%) ,
0 <t g % , f(t) = 0, (figure 2) ; {Fn(t)} + 0 pour
tout ? € [0,1] ; par conéie

(0f (er-f0e%at = [ (£ (8%t = n/3 # O
jO n J[] n

si n > ® ., (5) et (6) sont des conséquences immédiates

de la non unicité de la limite pour la convergence en
moyenne quadratique. (7) est évident. Pour établir (8)
suppcsons [Fn] + f uniformément sur [a,b] ; soit € ? 8]
donné ; il existe N tel que [f (t)-f(t)| < (e/(b-a))?

pour n > N , guelque soit t € [&,b] ; on a alors pour

n > N
b 5 b
J (f (£)-F(t))"dt < J e/(b-a)dt = ¢ . Q.E.D.
a | a
i
2
b
44

\

rola

Figure 2
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II1.2. Espaces & produit scalaire

Définitions. Soit E un espace vectoriel réel. Un

produit scalaire sur E est une application ( , ) : ExE=>IR

satisfaisant aux conditions

a) (f,f) > 0O VfeE

b) (f,g) (g,f) Vf, g € E

c) (af + Bg,h) = a(f,h) + B(g,h) YFf,g,h e E,
o,B E IR

d) (f,f) = 0 =+ = 0 (&lément nul de E)

il

Si l'aepplication ( , ) satisfait aux propriétés a), b),

c), on parle d'un semi-produit scalaire.

c) exprime la linéarité du produit ou du semi-produit scalaire
par rapport au premier argument ; la linéarité par rapport

au second argument, c'est-a-dire la propriété
(f, ag+Bh) = al(f,g) + B(F,h) (1)

est une conségquence immédiate de b) et c). Soit 0 1’élément

nul de E ; on a alors la propriété
(0,f) =0 Vf e E ; (2)

en effet d’'aprés c) : (0,f) =(00,f) = 0(0,f) = 0O .

des vecteurs (géométriques)

Exemple 1. Dans l'espace

E
bi ou tridimensionnels , [?

,E) = ?-g est un produit scalaire.

n
Exemple 2. E = R" ;o (x,y) = 2 xiyi est un produit scalaire.
i=1

Plus généralement soient BysPoseessP des nombres nan

négatifs ; alors (x,y) = PiX;Ys est un semi-produit
i=1

scalaire, qui satisfera d) 81 et seulement si tous les Py

;sont strictement positifs,

b
Exemple 3. E = C°( [a,b]) ; on pose (f,g) = j flt)glt)dt .

a
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( , ) satisfait vigiblement aux conditicons a), b)) c¢). Pour
montrer que { , ) est en fait un produit scalaire, veri-
b . .
)
fions d) ; (f,f) = 0O '>[ +:'Z(’C)dt =0 =f7(t) =0, te Lla,bl
a
(corollaire du théoréme III.1.5) =f =0 .,

b

Exemple 4. Soit E = C? ; on pose (f,g) = I fltlgltldt ,
a <b fixes ; ( , }J est un semi-produit ® scalaire mais

non un produit scalaire ; en effet la condition d) n'’est
£2(t)dt = 0 = f2(t) = 0 p.p
=f =0 p.p sur [a,b] ;

b
pas satisfaite : (f,f) = 0=

a

sur [a,b] (théoréme III.1.5)

on constate que la condition (f,f) = 0 n’'entraine pas

la nullité de f sur L[a,b]
Convention. Pour la suite de ce paragraphe E désignera
toujours un espace vectoriel reel d'élément nul 0 muni

du semi-produit scalaire ( , ) .

Théoreme IIIl.2.1.(inégalité de Schwarz)

(f,g)% € (£,¥)(4,2) Vf, g €E

Démopstration, Si g =0, 1'inégalité devient 0 < 0 ;

elle est donc satisfaite. Supposons g # 0 et soit

"F: R >R le trinéme du second degré défini par

FIA) = (f+ig,f+rg) = A°(g,g) + 2A(f,g) + (F,f) ;

la propriété a) des semi-produits scalaires implique gue
F(X)} > 0 pour tout A ; par conséquent le discriminant

est négatif c'est-a-dire

(f,2)% - (g g)(f,f) <0 . Q.E.D.

Application & l'exemple 4. On a pour f, g E C? , & < b
b 2 (P2 b5
(J flt)gltldt)™ < J f (t)dt-J g (tidt .
a a a
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Théoreme I11.2.2. (Inégalité triangulaire).

[N

1 1
(fF+g,f+g)® < (F,F)% + (g,g) Vf, g € E .

Démonstration. On utilise l'inégalité de Schwarz

(frg,frg) = (£,F) + (g,g) + 2(f,g) < (f,f) + (g,g) + 2(F,F)%(g,g)°
(f+g,f+g) € ((F,F)%+(g,2))% . Q.E.D0. -

[N

o

Application & l'exemple 4. On a pour f, g E C; , a < b

b 2 ! {b 2 1 b 2 1
(f (FlE)+g(t))dt)?* < (j (F(t))7dt)* + {I (g(t))"dt)*®
a a a
Définition. Une application || : E +IR satisfaisant

aux conditions

o) |f]l 2 0 YfeE
B flaf]l = [al|f] YfEE ,aER
v) | F+ell < Il +~ llell Yf, g € E

est appelée semi-norme sur E ; si, de plus la propriété

S ffll=0=% -2

est satisfaite, ||| est appelé norme sur E .
Théoréme III.2.3. lapplication || || : E R définie par
1
el = e,

est une semi-norme appelée "semi-norme associée a ( , )" .
Si (, ) est un produit scalaire || || est une norme appe-

lée "norme associée au produit scalaire ( , )7

Démonstration. Les propriétés o), B), 8) sont des con-

séquences immédiates des propriétés al), b)), c¢), d) des semi-
produits et des produits scalaires. y) est une conséquence

du théoréme III.2.2.
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Convention. Dans la suite de ce paragraphe, || | désignere

la semi-norme associée au semi-produit scalaire ( , ) .

N N [o o]
Définition. - Soit H[fi}i=1C'E une suite dans E .

Cette suite converge en semi-norme vers f € E si

lim an-¥l|= 0 .

n->oo
b
Remargue. Soit E =C%, (f,g) = | f(t)glt)dt ;
Remargue. 1
a

il résulte de la définition précédente que la convergence
en semi-norme n’'est rien d'autre gue la convergence en
moyenne quadratique sur [a,b] définie au paragraphe pré-

cédent.

Théoreme III.2.4. Soit [?i]:=1C:E une suite convergeant

en semi-norme vers f E E ; soit g E E ; on a

If-gll = 0 == 1im |If -g|l = 0 .

n->»cc

Démonstration. (=) : supposons |[f-g|| = 0 ; on a, compte

tenu de l'inégalité triangulaire

H I1£,-gll = liee -fref-gll <lle_-# 1+ | f-g] = ||f_-F]]
et par conséquent 1im IIf -gl] = 0.
1->00 n
(e=) : réciprogquement, supposons que
lim an-g[|= 0 ; on a, en tenant compte de l'inégalité trian-
Ezﬁaire
IF-gll = [[(F-F 0+ (F =) || < || F=F I+ [T gl s

en prenant la limite, lorsque n»e , des deux membres, on
obttent |[|f-g|| = 0 . Q.E.D.

Corollaire. Lorsque || || est une norme, alors la limite
d’uhe suite convergeant selon || || , si elle existe, est

unique.
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Démonstration. Si {Fn] - f et [Fn] -+ g en norme, alors
d'aprés le théoréme III.2.4, ||f-g]l = 0 et par conséquent

f-g =0, f=1¢g. Q.E.D.

Théoréme III,2.5. Soit E?n]C: C? convergeant en moyenne
gquadratigue sur [a,b] vers f E C? et vers g € C? ; alors
f = g p.p sur [a,b]

Démonstration, D'aprés la remarque précédente et le théo-
réme III.2.4, les hypothéses impliquent ||f-g|] = 0 ou || |

est la semi-norme sur CE asscciée au semi-produit scalaire

(f,g) = J f{t)g(tldt ; d'aprés le commentaire de 1l'exemple 4,
a

f-g = 0 p.p sur la,b] , c'est-a&-dire f =g p.p sur [a,b]

QIEIDI
Définition. Si f et g E E sont tels que (f,g) = 0 ,
on dit que f et g sont orthogonaux. On remarque que 0
est orthogonal & tout f E E .
Définition. La suile [f.,] west une suite orthogonale

4

’!)HfiHrfD i=1,2,...
2) (fi,Fj) =0 143, 1, = 1,2,3,c..

N.B. On considérera souvent des suites orthogonales finies,
dans lesguelles 1'indice 1 ne prend donc qu’un nombre

fini de valeurs.

Remargue. Soit [?i] une suite orthogonale, et

i,,1i 50051 m indices distincts. Alors f. , f. ,ee., f,
1 2 m 1y 1, im
sont linéairement indépendant%. En effet soient

@, s0,, 00 ER tels que kgqakfik = 0 ; en multipliant
scalairement cette relation par Fi » 1 € pgm, on obtient
P
up”?i HZ = 0 =>ap = 0 . Par conséqguent, s'il existe dans E
P

une suite orthogonale non finie, E est nécessairement de

dimensicn infinie.
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Définition. Soit [Fi] une suite orthogonals. Cette
suite orthogonale est totale si Vf € E ,Ye> 0 , IN et

81,C2,.un,CN ER tels q&e
f - iéqﬁifi” < e .
Définition. Scit [?i} une suite orthogonele.
Soit f £ E . Les coefficients
(f,Fi)
Ci = FoFT i = 1,200 (3]
i’

sont les coefficients de Fourier de f relatifs & la suite

orthogonale [f.] . L& série formelle ig1cifi sit 12

série de Fourier de f relative & la suite orthogonale [fi]

La notation '
fno ] CLF,
izl © 7
signifie simplement que les Ci sont les coefficients de

Fourier de f définis par (3) .

Exemple 5. Dans l'espace des vecteurs (géométrigues) tridi-
mensionnels, trois vecteurs non nuls orthogonaux deux &

deux forment une suite finie orthogonale totale.

™
Exemple 6. Seient E = C7 , (f,g) = j Flt)gltidt .
La suite formée des fonctions o
1, cost, sint, cos2t, sin2t, cos3t, sin3t,.;. (4)

est une suite orghogonale ; de plus

(1,1) = 27 , (coskt,coskt) = (sinkt,sinkt) = m,

K= 1,2,3,.... (5)

Pour des entiers non négatifs n et m , nous asons & éteblir

les relations

i
[Wcosnt sinmt dt = 0 ; (8)



—
et
et
N
i
-—
P -9
&5
i

(2m s1 n =m =0
b
( cosnt cosmt dt = {7 si n = m>0 ;
=T .

0 si n #m
m (1 51 n = m2]
{ sinnt sinmt dt = ¢«
L 0 si n #m

.

(6), (7), (8) sont des conséquences des identités (8),

(11) respectivement

1]

cosa sinB (sin(a+B)-sin(a-8B)) ;

cosa COsRB (cos(a+Bl+cos(a-8)) ;

sina sinB (cos{a-B)-cos(a+B)) ;

N= N N~

pour (7), par exemple, on a

i
J cos(n-m)t dt
-

Nj—

2

™ 1 (TT
J cosnt cosmt dt = J cos(n+m)t dt =+
- -

le premier terme du membre de droite est nul sauf si

=m=0 3% le second ternw 28t nul sauf si n = m car

n
m

[ cospt dt = 0 p entier # 0 .
m

m
Exemple 7. Soit E = C? , (f,g) = [ flt)glt)dt .
0

Chacune des deux sgitess
1, cost, cos2t, cos3t, ...

et sint, sin2t, sin3t, ...

est orthogonale. Be plus (1,1) =7, (coskt, coskt) = (s
= 1n/2, k= 1,2,3,..,

La vérification de ces affirmations se fait & 1'aide de
(10) et (11). |

(7)

(8)

(1073,

(8)

(10)

(113

o
L

inkt,sinkt)
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Notations et conventions. Pour le reste du paragraphe {Fi}
est une suite dans l'espace E , orthogonale pour le semi-
produit scalaire de E . Le cas éventuel de la suite finie
sera mentionné explicitement. Hn désigne le scus-espace de
E engendré par fq,Fzgsps,Fn . T est un é&lément particu-
lier de E . 51382,.6.
de f , c'sst-a-dire

sont les ccocefficients de Fourier

Fao Y CL.F, , CLo= (F,f)/(F.,F.) 1 =1,2,00. 3
e, i i i i’ i
121
n
finalement S_ = ) E1$i est la n ieme somme partielle
1 3

2 ...=r1 I
de la série de Fodrier de ¥ .
Remargue. Supposons que f B HN ; alors f = Sn
pour n 2 N ; en effet socit f = diFi ; en multipliant

. . s i=1 .
scaleirement cette relation par ?k on obtient

N
(f, %) = ) od.(f.,Ff ) =

j=q 110K 0 Y
par conséguent Ek = dk k g N‘, C.K = 0 k>N et
£f=8 , nz2N.
n
Lemme 1. (f-S ,f.,) =0 , i = 1,2,00.,n .
A n’ i
Démonstration, Pour 1 < n on e
n
(f-8 ,f,) = (f- J C.f,,f.) = (f,f,) - C,(f,,Ff.) = 0 . Q.E.D.
n’ i 521 JoJi i i it i
Corollaire. ?-SP est orthogonal: & tout élément g E Eﬂ .

Lemme 2. Pour g € Hr , On a

| 2 2 2
I#-gll? = [l 1% + lIs_-el|
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Démonstration. Cn utilise le corollaire du lemme 1 en re-
marguant gue Sn - g E Hn
i]f-gHZ = ((f-S )+(S _-g),(f-S )+(S -g}))
n n ’ n n

- i - - - -
(f Sn,; S \Sn g,Sn g)+2(f Sn,Sn g)

2 | 2
1#-5 1% lis -ell® . 0.£.0.

Interprétation géométrique. E est 1l’'espace des vecteurs

tridimensionnels, ?1,$2,$3 une suite (finie) orthogonale ;
on considere le cas n = 2 . Puisque (corocllaire du lemme 1),
?—gz est orthogonale & HZ ’ §2 g H2 est la projection
orthogonale de f sur @, (figure 3) ; le lemme 2 exprime

2
alors le théoréme de Pythagore pour le triangle rectangle

dont les sommets sont les extrémités des vecteurs ?, E et §2 .

A%
3

& i
I
i
Py .
- b o
51 b,
-~ roy
S, I
% \ —_
: \E*%
Zi \
Fad \
2 \L§g

figure 3

Théoreme I11.2.6. Sn est, parmi tous les éléments de Hn ’
meilleure approximation de f selon la semi-norme || |

c’est-&-dire

lle-s I < [If-gll ve e m
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Démonstration. C'est une consequence immadiate du lommae 0,

puisque HSn‘gﬂ 2 0

Théoreme III1.2.7. (Inégalité de Bessel)

2 2
ICl el s 1l

Démonstration. En posant g = 0 dans le lemme 2, on
obtient i 2 2
Is 1P < 11412
n n 5
S i L) o= f, < | |f
| || 121 i qucJ ;) Z C || H 1]
< 2
d'aprés le théoréme 1.8.3, la série Z IIFII converge
et salimite est inférieure ou égale & HFH

Théoreme III.2.8. Les affirmations suivantes sont équivalentes

1) La suite orthogonale [Fi]m est totale ;

i=1

2) Pour tout £ EE on a I el e l® = 11
i=1
3) Pour tout f E E 1lim llf—er[ =0
oo
Démonstration. Nous montrons 1l'équivalence de 1) et 3)

puis 1'équivalence de 2) et 3). 1) =3) ; soit € > 0 ;
d'aprés la définition de la totalité, pour f E E il
existe N et g E HN
g € I et (théoréme III.2.6) HF—SnH < ||f-gll < ¢

3) =1) ; soit € > 0 ; la condition 3) impligue l'existence

de N tel que [[f-S || < e ; par définition S E I

tels que ||f-g|/ < e ; pour n >N,

N N
2) ©3) ; on utilise le lemme 2 avec g = 0 ainsi que la
relation HSnIF = % C? HFiHZ établie lors de la démonstra-

tion du théoréme III1.2.7 ; on a

Lin [[f-5 )| = 0 e lin |[£-5 1% = 0 e lin g{|*|5)1%) = 0
n-»oco n->co n-+oo

. 2 v

Lim [ 1% = [I? < 1c 2 ke 17 = 1l

n-»co
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II1.3, Fonctions péricdiques

Définition. f : R >R esi péricvdique do poriode T
f(t+T) Yt ER ; T est un nom-

i

ou T-périodigue si f(t)

bre guelcongue fixe de R .

Notation. E; T désigne l'ensemble des fonctions de classe
gui sont T-périodigues. Les propriétés gqui sont men-

o

vt

e

tionnées dans ce paragraphe sont &lémentaires et leurs dé-

monstrations ne seront gu’esquissées.

Propriegtéd 1. 8i f est T-périodique, alors f est égale-

ment T, %27, #37, ... -périodique. En effet on a

FlE) = FE+T) = FO(t+T)+T) = Ff(£+2T) V¢t €ER ; donc F est
2T-périodique ; F(t) = F{t+2T) = F{(t+2T)+T) f{t+3T)

Yt ER ; donc f est 3T-périodique etc... D’autre part si
f est T-périodique, Yt on a F(t-T) = F((£-T)+T) = F(t) ;

donc F &8st ~T périocdigue .

i

Propriété 2. 51 f et g sont T-périodiques, f+g, f-g,
~K (3)
C alors ¥

I,7°

T-périodique pour J = 0,171,254,k &

feg sont T-périodigues. Si f E est

Fropriété 3. Soit g € Cg , a ER . Il existe une et une

seule fonction f E C? . telle que f(t) = g(t) ,

t 8 [a,a+*T[ ; de plus si g =est continue, f est alors

continue si et ssulement si gla) = gla+T) .

Pour construire f & partir de g sur l'in-
tervalle [a+kT,a+(k+1)Tf , on pose fla+kT+t) = g(t)
0 < t < T ; ondit que f est obtenue par prolongement

périddique de la restriction de g a [a,a+T[ .
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Propriété 4. Soit g E C? . Il existe une et une seule fonc-

tion paire f € C] o (f(t) = f(-t)) telle que f(t) = g(t)

t € [0,7] . De plus si g west continue, alcrs f est éga-

lement continue.
On construit d'abord f sur [-T,0] en posant
f(-t) = g(t), t € [0,T] , puis on procéde par prolongement

periodiqgue.

Propriété 5. Soit g € c? avec g(t) = -g(-t), t R
(fonction impaire). Il existe une et une seule fonction
impaire f € C° (F(t) = -f(-t)) telle que f(t) = g(t),

I,27
t € 10,7l . De plus si g est continue, alors f est con-

tinue si et seulement g(0) = g(T) = 0O . L'imparité de f

exige que TF(0) = 0 ; 1l'imparité et la 2T-périodicité

impliquent les relations : f(-T) ==f(T), f(-T) = Ff(-T+2T) = f(T)

et par consequent f(T) = 0 ; ainsi f &est déterminé sur
[0,T] ; la condition d'imparité f(t) = -f(-t) permet de
déterminer f sur [-T,0] ; on procede ensuite par prolonge-
ment péricdique.

Propriété 6. Soit f EC- _ , a et b EIR . Alors

I,7
a+T b+T
J flt)dt = [ f(t)dt
a b
Démonstration, Supposons, pour fixer les idées que a < b

Soit m 2 0 sentier tel que o = a+m T € [b,b+T[ (figure 4)

oh
v

@ a+T b o= b7 N+ T
=QemT

figure 4
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En seffectuant les changements de variable 1 = t+mT et

.

T = t+7 et en tenant compte de la T-périodicité de f

on obhtient

(a+T
J,

a+T o+ T
f(tidt = j S Flr-mT)dT =J flt)dr ,
o o}

o o+T a+T
r flt)dt = J flr-T)dx J flt)dt
Jb b+T beT

on a dors

b+T o b+T a+T b+T
f f{tldt J f(t)dt =+ j f(t)dt = J f(t)dt + [ flt)dt
b b o b+T o

o+T a+T
J f(t)dt = J f(tidt . §.E.D.
o a



II1.4. Séries de Fourier trigonométrigues

. . . L0 .
Oans ce paragraphe, nous considerons 1'espace (o Ly Muni

.;.;a’_‘l
r T
du semi-produit scalaire (f,g) = J f{tlgltlidt . Lea suite
-

1, cost, sint, cos2t, sin2t, ... 1)

a tous ses 2léments dans et constitue une suite

o
I,2m
orthogonale (voir exemple 6, paragraphe I1I1.2). La rie

s
N . s , o . . .
de Fourier d'un 8&lément f € C_ o relative & la suite (1)
I,

porte le nom de série de Fourier trigonométrique ; soi
[£0]
ind

4+
%
f~va_ + ) (a coskt + b, sinkt) ;
o k K
; k=1
les coefficients de Fourier sont donnés par les exprassions

(cf. exemple 6, paragraphe I1I1I1.2) :

1 i
= L cosk )
= - [ﬂf[t)uaskt dt
Kk = 1,2,3,...
(T
b, = = J f(t)sinkt dt |
-T

5i f est une fonction pairs, on a

1 ("
ED -';T"J ‘Fkt)d't
0
-
a, = = J £({t)coskt dt }
k LI
[ k= 1,2:3,...
b =0 )

on dit alors que la série de Fourier de f est une

série en cosinus.,

Si F est une fonction impaire, on a
a =0
O
a, =0 )
k.

kK = 1,2,3,44.

b = £ J f(t)sinkt dt
70
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En effectuant les changements de variable 1 = t+mT
T = t+T et en tenant compte de la T-périodicitsé de

on obtient

a+T a+T a+T
f f{t)dt = J flr-mT)dTt =J fltldt ,
a o o

o a+T o+T
{ f(t)dt = J f(r-T)dt = J fl{t)dt
Jb b+T b+T

on a dors

b+T ¢ O, b+ T a+T
j f£(t)dt = | f(t)dt + J flt)dt = j
b /b a b+T
o+ T a+T
= f(t)dt = J flt)dt . Q.E.D.
JOL a

et

.F

b+T
fltidt + j flt)dt
o



III.4., Séries de Fourier trigonométrigues

S0

Dans ce paragraphe, nous considerons l'espace L? . muni
i L
i
du semi-produit scalaire f,g) = J f(tlglt)dt . La suite
-
1, cost, sint, cos2t, sin2t,... (1)

a tous ses éléments dans et constitue une suilte

o
CI,Zﬂ
orthogonale (voir exemple 6, paragraphe III1.2). La série

de Fourier d'un é&lément F E C? o relative & la suite (1)

porte le nom de série de Fourier trigonométrique ; soit
(o]

fuva o+ kgq(akCOSKt + b sinkt)
les coefficients de Fourier sont donnés par les expressions

(cf. exemple 6, paragraphe II1II1.2)

] i
a = = I f{t)dt
2m
-

1 (T
a = = LTF(t)coskt dt )
k= 1,2,3,...
4 (T
b, = — { f{t)sinkt dt
k m
-
Si f est une fonction paire, on a
1 i
a = - I f(t)dt
0 i
0
5 (T
a5 fof(thoskt dt
k= 1,2,3,...
bk = 0

on dit alors que la série de Fourier de f est une

série en cosinus,

Si f est une fonction impaire, on a

a =0
Q
a, =0
< k = 1,2,3,
o (T
R + 3 i
bk - j f(t)sinkt dt

0
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On dit alors gque la série de Fourier de f est une

série en sinus.

Théoréme III.4.1. Scit f E C; om Alors la série de fFourier
trigonométrique de () .1 < j <k, s'obtient en dérivant
terme & terme J fois la série de Fourier de f . Si

-h
4
W
+
ne~18

. (ak coskt =+ bk sinkt) ,
k=1 .
on aura
£ z {(kbk)coskt + (-kak)51nkt}
k=1
. 2 2
7 n ¥ {(-ka_)coskt + (-k“b )sinkt}
k K
k=1
Démonstration. Il suffit de démontrer le théoréeme pour
k = jJ =13 le cas général se déduit ensuite aisément par

induction. Posons

f'onvoag ¢

o (a coskt + Bksinkt)

4

e~ 8

k

gt montrons gue
G = G 2 Gk = kb b4 B = —ka k = IE,Z'3}II.

On utilise le théoréme d'intégration par parties II1.71.4

et la <Zw-péricdicité de f ; on a

It

™
. 4 ' “f(=m) = 0 -
T £"$ {(tidt flm)-f(-m) C ;

i m K (T
J f'(t)coskt dt f(tlcoskt // o [ f(tlsinkt dt
- m

*]
]
2

w
P

i
A |-

T . /n K T
j f'(t)sinkt dt f(t)sinkt - { f(t)coskt dt =



Le but de ce paragraphe est d'établir des théoreémes de con-
vergence sur les séries de Fourier trigonométriques et fina-
lement la totalité de la suite orthogonale (1). A cet eiffet,

nous avons besoin de lemmes priparatocires.

Lemme 1. Soit £ E cg , a<b . Alors

(b b
lim J f(t)cosxt dt = lim J f(t)sinxt dt = 0 .
Ao a Ao a
Démonstration. Nous ne démontrons gque la premiere relation,

la seconde pouvant s'établir de fagon analogue. Nous commengons

par démontrer le lemme dans le cas particulier o0 f E C; ;

par intégration par parties (théoréme III.%1.4), on obtient

b ] b . b
f(t)cosAt dt = i f(t)sinAt Y I f'(t)sinxt dt ;
a a a

b b
(
J f(t)cosrt dt| s — {lf(b)[ + | fla)| + J ]F’(t)ldt} ;
A
a a
lorsgue A—»» , le membre de droite -+ 0 . Passons maintenant

P N ] . . N -
au cas général ot f € C. ; soit > 0 donné ; d'apres le

I

thécréme III.17.5, il existe g E C

€
! tel que
I g

b

( |Flt)-g(t)|dt < €/2 ;
Ja

en appligquant & g 1le résultat particulier déja cbtenu, on

voit gu'il existe A tel gque pgur A > A on ait

b |
( g(t)cosit dt’ < e/2 ;
Ja

en combinant ces deux relations, on obtient pour A >A

b b
f (fF(t)-g(t)cosrt dt + J g(t)cosit dt

b
j flt)cosAt dt| =
a a a

b b
< I [F(t)-g(t)|dt + ;J g(t)cosit dt| < e . Q.E.D.
a a
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Lemme 2. On a l’identiteé

sin{n+%)u

% # COSU + C0SZ2U + ... * COSNAU = —7 (13
2sin=u
2
Oémonstration. On utilise la formule de trigonométrie
coso sinB = %(sin(ufﬁ) - sin(a-8))

En désignant par S le membre de gauche de (1), on a

.U .oy . 3u N . 5u . 3u
28-51n§ = sinz + [51n2 alﬂz) + (81n2 sin% ) ta.at
+ (Sinzﬁﬁ u - singﬂ:1 u)
2 2
2n+1
= s U, Q.E.D.
2
. 0 . -
Lemme 3. Scient f E CI,ZW , fva o+ g (akcoskt + b sinkt) ,
N k=1
SN(t) =a ¢+ ) (akcoskt + bksinkt) . Alors
k=1
g (T sin(N+-12-h
s, (t) = = J fllet) =———— d1 .
N m .
- Zsines
2
Démonstration. En remplagant dans 1’expression de SN
les coefficients 8, 8, et bk par leurs définitions, on

obtient apreés permutation des signes | et

m N
S (t) 1 f{T1) 1., z (cosktcoskt + sinktsinkt)} dx
N T 2 K

T =1

i 1 N
j f(T){ 5t ) cosk(T-t)dT} ;
T k:']

on effectue le changement de variable u = 17-t , on tient
compte de la 2m-péricdicité de 1l’intégrant et de la propriété
6 (paragraphe III.3) ; on obtient alors en utilisant finale-

ment le lemme 2
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Al

Théoreme III.4.2. Soient f E C° . possédant une dérivée

continue par intervalles,

© N
fva + ) (akcoskt+bk51nkt), SN(t) =a, Z (akcoskt+bk51nkt) ;
k=1 k=1
alors pour tout t ER
lim S, (£) = S(F(£+0)+F(t-0)) .
2 ,
N-+00
Oémonstratiaon. D’aprés le lemme 3, 1l suffit de démontrer
1 (T sin(n+%)T ’
lim po J flt+1)———— d1 = E”(t+0) ; (2)
n-o o) sin=t
2
1 (° sin(n+%)r ’
lim — J flt+y1)——— d1 = EF(t+OJ . (3)
n->o - singt
2
Nous démcntrons (2) pour t = to' (3) pouvant se traiter de

fagon analogue. En intégrant la relation (1) du lemme 2, on

obtient
T sin(n+l]T
| -3
—— g = =
o} sinlr 2
2
. 1 . 1,
1 ] d51n(n+§]r 4 (T sLn(n+§;T
— 1 = © o SO, ... S— = - ++N)———— AT
> F(LD+OJ 5 f(tO+D) - J — dt - J f(t+0) — dt
0 sin—t o} sin=
2 Z
(2) est donc éguivalente & la relation
(n sin(n+1)T
—_— - _ _
lim T (-(tD+T) F(to+G))——_T"?_—— dt 0 (4)
n—>00 O sin—

2
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, la fonction

— O

que nous allons démontrer ; puisque f E C

g : R >R définie par

f(t +1)-f(t_+0)
0 o

- O < 1 <
glt) = sinE

G - o< 1T <0, 127

posséde au plus un nombre fini de discontinuités toutes

g(m+0) = 0 ;

f(t +m-0)-f(t_+0),
0 o

gt #0) = (F(tn+TiD}-FEtO+O]]/sin% 0 < 1 < 7; finalement,

situées sur 1'intervalle [O0,m] ; g(0-0)

d’'aprés le théoreme 1.6.710, on a g(mn-0)

d'aprés le théoreme I.6.10 et surtout d'aprés le théoréme
III1.1.3 (c'est ici gue 1'’on utilise 1’'hypothése de 1l'exis-

tence d’'une dérivée continue par intervalles), on a

flt +1)-f(t_+0)
0

g(0+0) = lim 9 - 1im = 2 £t +0) ;
>0 >0 sin§
>0 >0

ainsi donc g est continue par intervalles ; d’'apreés le

lemme 1, on a

. 1
4 (T sin(n+3)T
lim — J g(t)———=— d1 = 0
s 0 sinl
4 2
relation qui est précisément équivalente & (4], Q.E.D.
Théoréme I1II1I1.4.3. Soit f E C} o alors la série de Fourier

trigonométrique de f converge normalement et absoclument ;

elle converge également uniformément vers f

Démonstraticon. Le convergence absolue est une conséquence

de la convergence normale (corcllaire 3 du thécoréeme I1.8.2) ;
la convergence uniforme vers f est une conséquence de la
convergence normale (théoreme I.9.2) et du théoreme III.4.2.

qui implique dans ce cas la convergence ponctuelle de la
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série de Fourier vers f . Il reste donc a montrer la

convergence normale ; soit f n a, * ) (akcoskt+bksinkt] ;
k=1

il s'agit d’'éteblir l'existence de nombres Py et Q.

tels que

1) la | s p_ {akcoskt| $ P Ibksinkt[ < q k=1,2,3,... t ER

o 0 k7
2) la série Py ¥ Z (pk+qk) canverge ;
k=1
o]
d'aprés le théoréme III.4.1 f'n § {(kb Jcoskt + (-ka Jsinkt} ;
k=1

le théoreme III.2.7 appliqué & la série de Fourier de f’

implique la convergence de la série

) (kzbkz + kzakz) ;
k=1
partant des inégalités
1,2 2 2 1
(kla =017 = k ak-ztak|+E§ > O
1.2 22 1
(k[b[-%)" = & bk-zlbkl+;§ > O
on obtient
2 2 1 -
2|ak|skak t T E2p s k= 1,2,
K
. 2.2 1
ZIDKI < kK bk + ;5 = 2pk » k=1,2,..
en posant Py = [aol , on voit que la condition 1) est satis-

faite ; la condition 2) 1l'est aussi puisque la série

o]

) — est convergente.
k=1k

Theéoreme II1I1.4.4. Dans C? o muni du produit scalaire

T
(f,g) = J f(t)g(t)dt , la suite orthogonale
-

1, cost, sint, cos2t, sin2t, ...

est totale.
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Démonstration. Scit f E CI o et e >0 ; il s'agit

d'établir l'existence d’un entier N et de coefficients

a_- 51”'aN' b1""bN tels qgue
N
If - {ao+kz1akcoskt + bksinkt}H < €

soit M (théoréme III.1.1) tel que |f(t)| s ™M t € [-m,m] ;

~

il existe g E L1 satisfaisant & la condition 1 du théoréme

I
i
III.1.5 et telle que J|F(t)—g(t)|dt < EZ/BM ; soilt h
-Tr
2m-périodique égale & g pour -m g t < 7™ ; puisque g
est continue et puisque g(-7m) = g(7m) (périodicité de f

et condition 1 du théoréme III.1.5), h est également conti-

nue (propriété 3, paragraphe III.3) ; on en conclut que

h € Cl et 1'on aura
I,2m

il . il
[I£-h]] ={J (F(t)—h(tnzdt}zs{J (lftt)|+{h(t1i)[f(t]—h(t)]dt}
- il
m 1
< {ZM J IF(t)-h(t)[dt}z < e/2 ; (4)
il

[es]
soit h~a_ + J (a coskt+b _sinkt) ; d’aprés le théoréme
8] k=1 k K

II1.4.3 cette série converge uniformément vers h , donc aussi

en moyenne quadratique sur [-w,w] (théoréeme III.1.6) ;

n
posons Sn{t) =a_ v kzq(akcoskt+bksinkt) ; 11 existe N

tel que

llh-S |l < €/2 (5)

n!
de (4) et (5) on obtient par 1l'inégalité triangulaire
(théoréme II1I1.2.2)

m

|H—SNH = H(F-h)+(h-SNH| < ||F-H] +||h—SNH < e . Q.E.D.

Les théoréme III.4.4 et III.2.8 impliquent immédiatement

le théoreme qui suit.
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Théoreme III.4.5. Scient f E c? , Tra + Z (a, coskt+b, sinkt]),
I,2m 0 K K
N k=1
SN(t} =a + ) (akcoskt+bk81nkt) ; alors lim SN = f en
k=1 N—>oo
moyenne quadratique sur [-w,7] .
Corollaire. On suppose que f,g E C? o admettent
la méme série de Fourier trigonométrigque. Alors f = g p.p.
Démonstration. Le théoreme III.4.5 affirme que la suite

des sommes partielles de la série de Fourier commune converge
en moyenne quadratique sur [-w,m] & la fois vers f et

vers g ; le théoréme III.2.5 permet alors de conclure gue

f = g p.p sur [-mw,m] ; & cause de la 27m-périodicité de
et g on aura f = g p.p sur R , J.E.D.
Généralisation. Considérons 1l'espace C? 2T(T>D) muni
du semi-produit scalaire
-
(F,g)T = J f(t)gltidt .
T

En utilisant les formules trigonomé&trigques (9),(10),(11)

du paragraphe III.2, on vérifie aisément que la suite

m . kil ; i i
1, cos T t, sin T t, cos 2T t, sin 2T t, cos 3T t, e

est une suite orthogonale et que

(1,1); = 2T, (cos kI t,cos ke t)_=(sin ke t,sin k% £)=T Kk=1,2,...

T T T T
si f E C? o7 les coefficients de la série de Fourier
T . T .
de f’hao + k21(akcosth + bk81nkft) sont donnés par
y T
a, = 37 J f(t)dt
T
1 T :
a, = = f(t)coskIt dt , Kk = 1,2,3,...
k T T
T
1 T il
b, = = f(t)sink=t dt , kK = 1,2,3, ¢4
k T T T
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Les théorémes III1.4.1, III.4.2, III.4.3, III.4.4 et III.4.5

énoncés et démcntrés pour le cas particulier T = 7 ss
généralisent pour T guelcongue. A titre d’'exemple, démon-
. 0 . . .
trens : soit f € CI o7 possédant une dérivée continue par
y &1
0
: 1 £ It LI ¢
intervalles, f v a_ + § (a_cosk=t + b _sink=t) ,
s k T K i
k=1
N i T
S, (t) = a_ =+ a cosk=t + b sink=t] ;
N o © 1, (30083 KSERTEL
k=1
. , 1 -
alors pour tout t ER on a lim SN(EJ = E(?{t+8)+r(t—0)) .
N->co ) T
A cet effet considérons la fonction g(t) = flzt) 5 on
PR a) e 2 .
vérifie que g € CI o et posséde une dérivée continue par
2
o]
intervalles; soit g ~ o, * Z akcoskt+8ksinkt s
='}'
N < ,
Gw(t) =a * Z akcoskt+8ksinkt ; on vérifie, par un simple
i
k=1

changement de variable dans la définiticn des coefficients
de Fourier gue o = a_ , mk = ak , Sk = bk , K =1,2,...
I

0
En utilisant le thécréme III.4.2 on obtient

]

lim S (£) = lim o (%t) %(g(%t+o)+g($t—a3)

N N

N—>c N->co

= %(;(t+o}+F(t-D)) .
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[N

II1.5. Applications diverses. Th

Théoreme III.5.1. Scit CI muni du semi-produit scalaire
AT
(f,g) = J F(t)g(t)dt ; la suite orthogonale
-
1, cost, sint, cos2t, sin2t, ... (1)
est totale.
Démonstration. On vérifie la propriété 3 du thécreme
N o]
- . a) : .
II1.2.8. Soient fEC, , fva_ + ) (a coskt + b sinkt]) ,
n - k=1
s,(t) = a_ + ) (a coskt + b sinkt) . Soit (propriété 3,
k=1 o

(O

paragraphe III.3) g € CI o gale & f sur l'intervalle
,
[-m,7m[ . La série de Fourier de g , considérée dans

T
CS on muni- du semi-produit scalaire (f,g) { f(t)g(t)dt,
4 )_/n-

par rapport & la suite (1) est identigue & la série de

Fourier de f ; on a donc (théorame III.4.5)

T 2 m 2
1im f (£(t)-S (£))%dt = lim J (g(t)-S _(£))%t = 0 . Q.E.D.

n-+c /- " n»e /-

i

ihéoreme III.5.2., Soit C muni du semi-produit scalaire
T

(f,g) = ( f{tlglt)dt ; alors la suite orthogonale (exemple 7
0
du paragraphe II1.2)

1, cost, cos2t, cos3t, ...

est totals.

. - - 8] . . )
Démaonstration. Soit f EC_ , € >0 ; il s’agit des montrer
l'existence d’'un entier N 2t des coefficients aﬂ,aq,..,aN
tels gue

rr'!T N 2 Y1
i (fig) - ) akcoskt} dt|%<e ;
o k=0



soit (propriété 4, paragraphe III1.3) g € C?,ZW , paire et
égale &8 f sur l'intervalle [O,7] ; considérons la série
de Fourier trigonométrigue de g ; puisque g est paire
X
c'est une séries en cosinus : g v ) akcoskt ; soit
n k=0
5. = ) 2, coskt ; appliguons le théoréme III.4.5 :

T 2
lim J (g {t}-SP(t)) dt = 0 ;
n->»c - '

pour € > 0 donné, il existe N tel que

m 1
[f (g{t)-SN(t))zdt}z < e
.

e

on aura alors

(M eeiin. ZAR S N SR E DN
[JO(F(t) SN(t)) = j (g(t)-s,.,(t)) ub} Si

muni du semi-produit scalaire

Thécoreme II11.5.3. Soit C
‘n‘ .

(f,g) = J f(t)g(t)dt ; alecrs la suite orthogonale (exemple 7,
o)

paragraphe III.2)

sint, sin2t, sin3t, ...

est totale.

Cémanstration. La démonstration est analogue & celle du
théoreme précédent, la fonction g sera de classe C: on?

. - ’
impaires et égale & f sur l'intervalle 10,7w[ .

Théoreme III.5.4. (théoreme de Weierstrass trigonométrigue),

Scit f continue 2m-péricdique. Alors pour tout e > 0,
il existe un entier N =2t des cogefficients 2 ,a,,...,23,,
1 N
0,505, 404,0 tels gue
1772 N N
I I - s Lo \
|r{t]-ao— ) Fk:csk:+:k51uxb} < £ pour tout t ER (2)
k=1

N
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b
bt
-
ul

de plus, si f est paire, (2) peut E&tre obtenue avec

b, = b2=w=bN =0 ; si f est impaire, (2) peut &tre obtenue
i H
avec a_ = a, = @5 ... = a.-= 0,
a) 1 2 N
Remarqgue. Une fonction de la forme
n
a, * z akcoskt+bksinkt est appelée "polynome trigonomé-
k=1

trique”. Le théoreme III.5.4 peut s’énoncer de la fagon
suivante : si f est continue, 2m-péricdique, il existe
une suite de polynomes trigonométrigues convergeant uni-
formément vers f . Le polynOme trigonométrique de la
relation (2) ne sera pas en général la N-i2&me somme par-

tielle de la série de Fourier de f .

Lemme 1. Soit f continue, 27m-péricdique. Il existe une

. c 1
suite [gn]h=1C:CI o

de plus si f est paire (impaire), on peut choisir des

convergeant uniformément vers f ;

- paires (impaires) .
Démonstraticon, La démonstration s’inspire directement de
celle du théoreme III.1.5. Soient h = 7m/n , ti = ih ,
i =0, 1, 2, ... ; on pose
g (t) = F(t.) + (-t )(Ff(t, )-Ff(t.))/h,t € [t.,t, ,]
n i i i+1 i 1771+
1
on vérifie immédiatement gque g, E C. on et que g, est
- i

paire ou impaire selon gque f est paire ou impaires.

Soit w(d8) le module de continuité de la restriction de

-

a l'intervalle [-7m,7] ; pour t E [ti,t;+1]C:[‘ﬂ,W] ,

on a
e+ - e o= FY £+ (£ + £+ Y +-+
I'F(uJ gnkt)l }('F[uj »[ul)) kT\\-i+1) x(ui)/kt ulJ/hl
$ |FUE)-FLE)| + | Fle, )-Flt.)] € 2wlh) ;

i i+1 i

cn a lim w(g8) = 3 (théoréme I1.7.7 et I1.7.8) ; soit ¢ > O
§-+0

donné ; 1l existe N tel gue w{h) < €/2 pour n > N ;
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ce qui montre que TN+1 est effectivement un polynome

de degré N+1 . Q.E.D.

Démonstration du théoré&me III.5.5. Nous commengons par

traiter le cas particulier a = -1, b =1 ; soient

£ecI-1,11), € >0 ; soit h : R R définie par

h(t) = flcost) ; h est continue, 2m-périodigue, paire ;
d'apreés le théoreme III.5.4, il existe N , I P RRRERLIY
tel que
N
|h(t) - § a coskt]| < e, t ER ;
k=0 K

en posant t = Arccosx dans cette relation, on obtient
N .
|f(x) - } aT (x)] <e, x € [-1,11,
k=0 k k
ce qui est le résultat cherché puisque (lemme 2)

N

Z a, T (x) est un polynome de degré N . Considérons
k=0 k k
maintenant le cas général f E CO([a,b]) ; soit

¢ & cO([-1,11) définie par g(t) = F{io‘a);*(b+aJ) ;

d'apres la premiere partie de la démonstraticn, il existe
un polynome g tel gue
[glt)-q(t)| < e t € [-1,1] ;

, . . 2x-(b+a
en posant dans cette relation t = ——Eig——l on a

[fix)-p(x)| < e x & [a,p] ,

o0 p(x) = g(t) west un polynome de méme degré gue g . Q.E.

n

U
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Considérons C? o7 (fonctions de R dans R) muni du
y 4
i
semi-produit scalaire  (f,g) = { fltlg(t)dt , ainsi que la
-T
suite orthogonale (voir fin du paragraphe III.3)
m LT 2m . 2T
1, cosz t, s$nTt, CDS.L, sin==, ... (1)
; £ Q ( L PP
Soit f E CI,ZT’ fvoa o+ kquakcosk,{t * b sink=t) ,
N T il
SN(t) = a + k21[akCOSKTt + bk51nk?t; ; les formules d'Euler
permettent d’éc ire
r L -1k
o ? { [elth+e i Tv} ] relth-e 1th)}
= a_ + a, | * g
N c K= K{ 2 kl i )
. i . LT
i N a, lbk *th ak+1bk\ 1th
= a + z > =) + 5 J ;
0 =
posons CD =2 _ (2)
a -ib
- KK K=
Ck > kK 1,2,3, ... (3)
ak+ibk
C’k=_2——— k= 1,2,3,..- (4)
°n @ y ikt
SN[t) = ) C. @
k=-N
Définition. Les coefficients Ck ,; —® < k < »
définis par (2), (3), (4) sont les ccefficients de Fourier
complexes de f relatifs & la suite (1). L’expression
% i.k% t
fn ) C,_e (35)
Kk
k==-00
est la série de Fourier complexs de f relative & la suite
(1) ; (5) signifie simplement que les Ck sont définis par
2



ce

onvergean

-~
(&)

thécorémes de

des

Pour exprimer

Remaraque.

a

revenir

de

ire

P

necessa

est

i
©
[}
\Q) =~
[
)
g
) <=
- Q)
<t
= W
1
[an RS =
(o]
[41] o
e 0}
Q)
[ -
O ~—
\@ O]
£ [0)]
43 -
~—s (@B
o
® O
i @]
o A
= G
U )]
X (o R
[0}] 1
-
G
©
0. 13}
C
- a
ot
=
(03] (@)
-
]
o Y-
s
0
e 1))
O O
=
0 L
(3] -
(0] Q
& .
8 8
X
m )]
- )
- )

°

t

memen

unifor

42
El-
X
ol
1}
X
(o}
8 8
8t~
i Vv
X
X
el
\2
(S5
8
- i
[
o
- -
QO
Q) 42
js)
w ~
L
G -
[T
32
2 -
o X
o -
) !

(0]
LI _\.I.
<« ——
w — -
- N
4
[} ]
(o ]

X
® )
=3
/M
£ 0]
@] &
\Q O
A2 i
b <C

19
=l
X
c
ol
1]
X
0
+
42
&l
X
O]
O
O
X
@
~— .
-—
gL~ —
X
+ o]
[l
QO
@
W
e £
[a R
e @
Ca
o
-+ @
ol |
O @
(0p] 0.
3J
o
- C
[ -
O Y-
o
NE] B
© -
& O
+2 >
(1)) f—
C
O Hy
=
@ o
(] O

B
0
FE)
=l
X
m
O
O
40
G
b= v_%‘
rpv\l}
e L
n
4
x ]
L)
4
- k|-
X
4 c
s -
— )
43 ~
— )
[T s
L
— e
NI
—I(.
A KoV [
[ "
& X
(U] 0

(3)

(27,

partant de

4

Tr 4
Tt)du

isink

=t
i

n
)
o~
<«
n
X
-
49
0
KS]
= -
X
e
1
[0}]
s
%
T
f.l.lli.l/
|
TN

43 -
sl -
— -
4 ™
B | [
—~ -
X o~
i )
-
[ <
o ]
n
= 1}
+ X
- N
S
— 4
X 0
i 4
—  E|-
0} X
0 o
0 1
— o
~ —_
+ +
— —
Y- (S
— b b b

.o

je) ®
(]
o
X 0]
m -
et (@]
. 9
(8]
a ™
&
w m
~ =
& &
3 m
0 -
L
7(g
m
s m
£
[
ot 03]
4 42
)
m
(&
iy v
- >
el
£
= o
js]
/4
-
Lan IR V)
ve
«
P o
o
1
L0
a O
(] -
Q. U]
[02]
(RN
(@ Bnda]
1

T Y

m
&
e
U
«U
40
03]

O

(U]
v

[t)]

[8})
—

(8N
(@)
[®]
o
&

O
[N

m
0
m
-

\D
w0



b4
bl
=
m
]
—
-
(]
]

Démonstration. Il suffit de traiter le cas j =m =1,

le cas général s'obtenant ensuite par inducticn. Soift donc
’ o ikt

= T ; on utilise le théoreme
k=-w ©

IIT.68.1, le lemme 1 ainsi que la 27-périodicité de + et

1

2T
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Application. Scit f € C S

k=-o

n

. ; 10 s .
ons X E CI,ZT de l'équation

on s’intéresse aux soluti
différentielle linéeirs 3 coefficients constants réels :

(t)+...+aOX(t) = f(t) p.po (8)

n . . P s
supposons que X E Co o7 soit une solution de cette équation
-~

o T
, ik=t C
st pesons X N ) C, e T  : onmultiplie les deux membres
A 1 -1kt
de (B) par 57 © 1 puis on intégre 1’'équaticn
i
résultant sur l’intervalle [-T,T] ; en tenant compte des

théorémes III.6.1 et III.5.2, con obtient :

m, N TyN-i - .
(ik=) C, a (ik=) " 'C, *+...+ acC, =4, ., i.2.,
I n-1 k o K k
(i Me = 4 )
P(ik=)C, =4d, , -0 < k < o , (73]
T "k K
N . n n-1
ol P(Z) =27 =+ a Z + ... * a ZzZ .
n-1 o
“ oIy m , )
Supposcons gue P(ikz) #C , k = 0,%£1,£2,... 2t considéraons
i
. . . n - R ,
deux solutions X et Y E CI o7 g8 (8) ; & causa ds (7) X et VY
) I
admettrons la méme sé&rie de Fourier complexe st par conséquent



111.8 i A
{corollaire du thécreme III.4,5), X =Y op.p ; mais X =t Y
sont continues de sorte que X(t) = Y{t)] pour tout t ER
Al t b A 17 - =
Nous avons donc les résultats
o~ .,Tl'\ e e
a) Si Plikz) # 0 pour k = 0,%1,£2,..., alors (8] admet
i
. . n
au plus uns solution de classe CT o7
P i
. . . . .
b) S'il existe ko entier tel que P(ik =) =0 et tel
[
que dk # 0 , alors (8] n'admet pas de solution de
n
classe C SN
1,27
En fait, on peut prouver (ce que nous ne fsrons pas ici)
le résultat plus précis suivant : si d, = 0 pour tout
. , , LT ‘ N .
entier Kk tel gue P{lk?) = 0 , alors (6) poss&de au moins
. , . LT L
une solution (exactement une si P(zk?) # 0 opour tout
entier k ) ; soit alors kg,kq,kz,...,km les entiers
N z 3 - : "T ‘ : o !"‘r“
k non négatifs pcur lesquels P(lk%] =0 ; si XD €L o7
| L4l
gst uns sclution particuligrs de (8), alors la scluticon
n , .
générale de (6) de classe C. gst donnée par
I,27
m
, , . T, . s oo I
X(t) = X () + ¥ (a.,cos(k,=t) + b,sin(k,=t))
o c2a J J JT
od les a, et bj sont des coefficients arbitraires.
-
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