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Question 1. (15 Points)
Soit f: IR? — IR? le champ vectoriel défini par
f(xa Y, Z) = (COS(y) ez’ - Sln(y) ez’ x COS(y) 62)

C le segment de droite allant du point (0,0,0) a (1,1,0) et
=
D le segment de la parabole z = y? allant du point (0,0,0) & (1,1,0).

(a) Calculer les intégrales curvilignes

/Hf-dset /Bf-ds.

(b) Est-ce que f dérive d’un potentiel scalaire sur IR® (Justifier) ? Si oui, calculer tous les
potentiels scalaires associés.

(c) Est-ce que f dérive d'un potentiel vecteur sur IR? (Justifier) ? Si oui, calculer un champ
vectoriel A de la forme A = (o, 0, 3) tel que VA A = f sur IR3.









Question 2. (20 points)
Soit Q= {(z,y,2) ER3: 0 <z <V2et 0<y?+ 2% <2’}

(a) Esquisser la région €.

Soit F : R? — R3 le champ vectoriel

F(z,y,2) = (z,y,2°) pour (z,y,z) € R’

(b) Enoncer le théoréeme de la divergence pour la fonction F et la région (2, en précisant
les champs de normales utilisés sur chaque partie du bord de 2.

(c) Calculer le flux de F' a travers la surface
S={(z,y,2) €ER*: 0 <z < V2et 2? = y* + 2%}
dans le sens de z croissant.

(d) Introduire une fonction G(z,y,z) et 4 'aide du théoréme de la divergence, calculer le
volume de €2 par des intégrales de surface.









Question 3. (15 points)
Trouver une solution u du probleme suivant
2u(z,y) + O2u(z,y) + Opu(z,y) =0 pour 0 <z <m et 0<y<m,
u(z,0) =0, wu(x,m)=0
’U,(O, y) =0, u(ﬁv y) = Sin(y)'









Question 4. (20 points)
(A) Déterminer toutes les valeurs de A € R pour les quelles la fonction
u(z,y) = R cos(2zy)

est la partie réelle d'une fonction holomorphe sur C. Ensuite trouver toutes les fonctions
f € H(C) telles que u(z,y) = Ref(z + iy) pour tout = + iy € C.

(B) Soient f une fonction holomorphe sur C et g une fonction holomorphe sur C\{0} dont
la série de Laurent autour de 0 est

g9(z) = Z apz® pour z # 0 ot a_g # 0.
k=—-2
(i) Exprimer Rés(fg,0) en termes de f(0), f'(0) et les coefficients a.

(ii) Calculer la série de Taylor de la function ﬁ autour de 0 et préciser son rayon de
convergence.

(iii) Supposons que 0 soit un zéro de f d’ordre 2. Exprimer Rés(%, 0) en termes des
dérivées d’ordre 2 et 3 de f en 0. (Indication : Noter que pour z pres de 0, on
peut écrire

22 1

f(z) T A{L+p(2)}

ou A € C\{0}, p(0) = 0 et p est holomorphe.)
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Question 5. (20 points)

Trouver tous les zéros de la fonction sinh z — z‘[ et préciser 'ordre de chaque zéro.
b q
R ] sinhz = €=¢=. T 2r 1 : 2 _ /3
appel sinh z = “—F—;cos § = —cos 5 = 5 et sin § = sin - = 5°.

Pour p € R, on considére la droite D(p) = {z + ip : * € R}, orientée dans le sens de =
croissant.

(ii) Montrer que les intégrales

1(0) = / 227D e 1(2m) = / #le—2m)
D(0) sinh z — 2@ D(27) sinh z — 273

convergent absolument.

(iii) Trouver la constante c telle que I(0) — I(27) = ¢ [* —2—dx.

0 sinh x—i§

Pour a,b € C, soit [a,b] le segment de droite entre a et b.

(iv) Pour R > 0, calculer

J(R) :/C Mdz

(R) sinh z — 173

ou C(R) est le rectangle
[-R,R|U[R, R+ 2mi] U [R+ 27i, —R + 2mi] U [-R + 27i, — R]

orienté positivement.
(v) Montrer que
lim J(R) = I(0) — I(27)

R—o0

[
—_——dzx.
foosinhx—z’@

et calculer ainsi
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Question 6. (10 points)

Soient f,g: R — C deux fonctions continues telles que f,g, f ,§ € LYR) ou f et ¢ sont
les transformées de Fourier de f et g.

Posons

A= /Zg(ac)da: ot B = /_Z F(&)de.

Pour une constante ¢ > 0 et une fonction h : R — C, on définit h. : R — C par

he(z) = ch(cx) pour x € R.

Exprimer les quantités suivantes en termes de A, B et f (&).

(iii) lime—oo (g¢)(€) pour tout € € R.

—

(iv) lime— o0 ge * f(€) pour tout & € R.

—

(v) lime—oo (9ef)(€) pour tout § € R.

Rappel

o0

i) = jﬁ / o; I @) et g fo) = [ gl - )1 W)y

—00
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