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— Les réponses aux questions seront données sur le cahier agrafé, et vous pouvez
utiliser les rectos et versos de toutes les pages.

— Ne dégrafer aucune page du cahier.

— Si vous avez utilisé des feuilles supplémentaires pour la résolution d’un exer-
cice, assurez vous qu’un assistant les agrafe au cahier lorsque vous rendez votre

examen.

— Les réponses qui ne seront pas rédigées de maniere compréhensible ne seront pas

corrigées.

— Vous pouvez écrire vos réponses en francais ou en anglais.

— Vous pouvez utiliser sans preuve tous les théorémes du cours, cepen-
dant vous devez les énoncer clairement et définir tous les termes y
apparaissant. En particulier, ceci vous permettra souvent d’éviter de longs et
pénibles calculs ou développements.
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Question 1 (30 points)

Soit S = {(z,y) € R? : 22 +4y? < 4 et x + 2y < 2}.

(a) Esquisser S. Montrer que 05 est 'union de 2 chemins réguliers, et donner une paramétri-
sation reguliere pour chacun d’eux. Expliquer brievement pourquoi les paramétrisations
données sont régulieres.

(b) Soit
I :/ (y,3x) - ds
oS

I, = /85 (xy2 — xy,ny) -ds

I3 = /68 (ny,xy—i-ny) - ds

Evaluer Is. (Vous n’avez pas besoin d’évaluer 1 et I3.)
(c) Enoncer le théoréme de Green (la version de votre choix).

(d) Pour une densité p(x,y) = 1, exprimer la masse et le centre de masse de S en fonction
de I, 1o, et I3.


















Question 2 (30 points)

Soit S7 une nappe définie par
S ={(z,y,2) eER3:0<ax<1,0<y<l—z c+y+z=1}

et soit f le champ vectoriel défini par f(z,y, z) = (2, zy,1 — 2?).

(a) Esquisser Sy et son bord 957. Construire une paramétrisation réguliere de S et calculer
un champ de normales unitaires sur ;.

(b) Par calcul d’une intégrale de surface, calculer le flux de f a travers S; dans le sens de
Ny, ou Ny est le champ de normales unitaires sur S; & 3éme composante positive.

(¢) Enoncer le théoréme de Stokes.
(d) Calculer V-f et VAT,

(e) Soit Sz une seconde nappe définie par
Sy ={(z,9,2) eR*:0<z<1,0<y<l—z z+y+z=1-10(1 -z —y)zy}.

Esquisser le bord 0S5 de S3. Donner les valeurs (une pour chaque choix de champ de
normales unitaires Ny sur Ss) des deux flux normaux de f & travers Ss. Justifier votre
réponse en indiquant clairement le(s) résultat(s) du cours que vous utilisez.
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Question 3 (40 points)

I. (a) En utilisant des méthodes de séparation des variables, calculer une suite de solutions
distinctes up(z,y), n = 1,2,..., de I"équation Au, = 0 sur le carré (0,1) x (0,1)
avec les conditions au bord indiquées sur le diagramme ci-dessous (ou # 0 signifie
“n’est pas identiquement nulle”)

up(z,1) =0

un(0,y) =0 Au, =0 up(lyy) =0

un(x,0) £ 0
et en déduire une solution sous forme de série au probléme aux limites

u(z,1) =0

u(0,y) =0 Au=0 u(l,y) =0

u(z,0) = ¢(x)
Les coefficients de la série devront étre exprimés explicitement par des intégrales

(qu’il n’est pas possible d’évaluer). Justifier brievement chaque étape de votre calcul.

(b) Donner, sans calculs supplémentaires, les solutions analogues v, (z,y), n = 1,2,...
au probléme aux limites sur (0,1) x (0,1) indiqué sur le diagramme ci-dessous

vp(x,1) #Z 0

vn(0,) =0 Av, =0 vn(l,y) =0

vp(x,0) =0

IT. L’équation biharmonique (qui apparait en mécanique des fluides et en théorie de 'elas-
ticité) est

AAw =0

ou explicitement, en 2 dimensions,

iz 82w+82w +6i 82w+€)2w _0
0x2 \ 022 = Oy? oy2 \ 0z2 oy )
(a) Montrer que pour tout n = 1,2,..., les fonctions harmoniques u, (z,y) calculées au
point I.(a) sont aussi solutions de
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wn(O y) =0, wn(l y) =0,
" AAw, =0 “
Pun (0,y) =0 v Pun(1,y) =0

wp(x,0) £ 0,
P (2,0) £ 0

(b) Montrer ensuite que pour tout domaine 2 C R? si Aw = 0 alors
9(@,y) := (ax + by + cJw(z,y), a,b,ceR

vérifie AAg = 0 dans 2 mais, en général, ne vérifie pas Ag = 0. (Vous pouvez
supposer 'existence de dérivées de w d’ordre aussi grand que nécessaire.)

(c) En utilisant les points précédents (sous I et II), construire une suite de solutions

distinctes hy,(x,y), n =1,2,... au probléme aux limites
hp(z,1) =0,
2
8652" (r,1)=0
hn(0,y) =0, hn(1,y) =0,
AAh, =0 2
9h5.(0,y) =0 " Gl (1,y) =0
hn(2,0) =0,

h(z,1) =0,
2
%(wa 1) =0
0,y) =0, h(1,y) =0,
Zhi,y)=0| SA=0 12—
h(x,0) =0,

ou les coefficients de la série devront étre exprimés explicitement par des intégrales.
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