Question 1 (35 points)

1. La surface S est constitué du quart d’une paraboloide de révolution autour de 'axe z
et le domaine €2 est constitué des points de l'intérieur de cette paraboloide dont toutes
les coordonnées (cartésiennes) sont positives.

2. Motivé par la symétrie du domaine €2, on décide de travailler en coordonnées cylin-
driques, i.e. (x,y,2) = (rcosf,rsinb,z) avec r €]0,1[,0 €]0, 5[ et z €]0, 1[.
La masse M de €2 vaut :
M = fQ pv(z,y, z)dedydz = fO fO
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Le centre de masse est a 'intérieur de €2, est ceci est toujours le cas pour un domaine
convexe et une densité py > 0. Ceci s’explique par le fait que la formule du centre de
masse peut s’interpréter comme une moyenne des points de 2 pondéré par leur densité.
Précisément on parle de combinaison convere des points de 2.

3. Motivé par la symétrie de la nappe S, on décide de travailler en coordonnées cylin-
driques, i.e. (z,y,2) = (rcosf,rsinf,z) avec r €]0,1[,0 €]0,5[ et z €]0,1[. Une
paramétrisation réguliere de S est donc « :]0, 1[x]0, 5[ avec
a(r,0) = (rcosf,rsinf, 1 —r?).

La masse m de S vaut m = [ pgdo = fol fog %H&a A Opa||(r, 0)drdo

= fo fo (1 —r?)rdrdd = Z[3r? — Lr4]}
car ||0ra A Ogar|| = ||(2r? cos 0, 2r? sin 6§,
x (1 —=7r?)r?cosd
Le centre de masse pg vaut pg = % Js | v | ps(z,y,z)do = L fol ol a- r2)r2 sinf | drdf
z (1—72)%r

2Y,.2 2 16

1 rl (1—7“2)7“2 1 g @
= \ 07 Jr=wlg) =
F(L=r2)%r 13 3

Le centre de masse est au dessus du plan et en dessous de S (a U'intérieur de l’enveloppe
conveze de S), est ceci est toujours le cas pour une densité pg > 0. Ceci s’explique par
le fait que la formule du centre de masse peut s’interpréter comme une moyenne des
points de S pondéré par leur densité. Précisément on parle de combinaison convere des
points de S.

4. Le but ici est d’appliquer le théoreme de Stokes pour obtenir le flux de F' au travers
de S. Soient A7 = {(z,9,2) € R® |2z =0} NQ, Ay = {(z,9,2) € R®|y =0} NQ et
As = {(z,y,2) € R3| 2 = 0} N Q les trois faces plannes du domaine 2, ot Q dénote la
fermeture du domaine Q. On observe qu’on a U3_; 4; U S = 99).

On a que [ F-do = [yq(wyz, xyz + x,2yz) - dl = PO faAi(myz,xyz +x,xyz) - dl



Tz — 2y
= Zle fAi VA (zyz,xyz + x,2y2) - do = Z?Zl fAi TY — Yz -do
yz+1—xz
=/ As do = 7 Taire d’'un quart de disque, car le champ F' sur A; (resp. As2) est
orthogonal au champ de normales sur A; (resp. As).

Noter en particulier que le théoréme de Stokes ne s’applique pas directement a la nappe
0f) car celle-ci n’est pas réguliere.

Question 2 (30 points)

A)

(2% +y*)sinz
i. Le rotationel de Fy vaut VA Fy = | (22 +y?)cosz | # 0 sur , on conclut donc
2x cosz — 2ysin z
qu’il n’existe pas de potentiel scalaire pour F} sur ).
La divergence de Fy vaut V- F| = 2z sin z + 2y cos z + 42> # 0 sur €, on conclut donc
qu’il n’existe pas de potentiel vectoriel pour Fy sur ).
ii. Le rotationel de F5 vaut V A F5 = 0 sur Q et (2 est simplement connexe, on conclut
donc qu'il existe un potentiel scalaire ¢ € C?(,R) pour Fy sur €.
On trouve ¢(x,y,z) =In (x2 +9% + 22) 4+ C ou C € R est une constante arbitraire.
La divergence de I, vaut, en notant x = (z,y, 2) et |x|? = 22 + 32 + 22,

V.- F = ﬁ + % = % = 0 sur €2, on conclut donc qu’il n’existe pas de potentiel
scalaire pour Fj sur €.
—2fy
iii. Le rotationel de F3 vaut VAF3 = | —a | # 0sur  car o, 5 > 0, on conclut donc
0

qu’il n’existe pas de potentiel scalaire pour F3 sur ).

La divergence de F3 vaut V-F3 = 0 sur (, cependant {2 n’est pas étoilé et conséquemment
le théoreme sur 'existence de potentiel vectoriel ne s’applique pas.

Néanmoins, on observe que F3 € C*®(R3,R3) et que V- F3 = 0 sur R3. Ce qui permet
de conclure de I'existence d’un potentiel vectoriel 1) € C*°(R3, R3) pour F3 sur R3,
car R? est étoilé.

Conséquemment, comme €2 est un sous-ensemble (ouvert) de R?, il existe un potentiel
vectoriel ¢ € C*°(2, R3) pour Fj sur Q.

3
On trouve ¥(z,y,2) = | §a? — 2z | + Vg(z,y,2) ot g € C1(Q,R) est une fonction
0

arbitraire.

i. Aupoint A)ii. on a montré que Fy dérive d'un potentiel scalaire et donc fa Fy-dl =0

car 8 est un chemin fermé.
0
ii. Par le théoreme de Stokes on a fa Fs-dl = fintg VAF3-10 do =0 car VAF3,
1

calculé en A) iii., et le champ constant (0,0, 1) sont orthogonaux sur intC.
On peut aussi conclure directement en analysant les termes sur chacun des arrétes
du carré.

iii. Par définition f(S,N) Fy-do=2 fS ldo = 8, soit deux fois I'aire latérale de la sphere
de rayon 1.

iv. Par le théoréme de la Divergence on a [ g yy I3 - do = fm(s)(v - F3)dzdydz = 0 car

7
V - F3 =0, comme montré en A) iii.



Question 3 (35 points)

A) La méthode de séparation de variable consiste a chercher une solution u # 0 de la forme
u(z,t) = f(x)g(t). Conséquemment I’équation d2u(z,t) — 2ad,u(z,t) = Ou(z,t) se
rééerit O2f(x)g(t) — 200, f(x)g(t) = f(x)0:g(t), ce qui implique

{&%f(w) — 208, f(x) = Af(z)
Oig(t) = Ag(t)

pour A € R.

On commence par résoudre 'EDO pour f car on demande des conditions de bord ho-
mogenes pour la variable d’espace x. On rappel que la solution

ad2f(x) + b0, f(z) + cf(x) = 0 s'obtient en calculant les racines p1 et py du polynéme
ap® + by + ¢ = 0. Puis en formant une solution générale de la forme

f(z) = CreM® + Caet2® si uy # ua, et de la forme f(z) = Cref1® + xCoet” si g = po.

Dans ce cas on trouve p1 2 = a £ v o + .

Conséquemment:

Si A > —a? Ontrouve u12 € Ret g # po. Cependant il n’existe aucune solution f # 0
de la forme f(x) = C1ef® + Caet2” qui respecte les conditions de bord demandées

f(0)=0¢et f(L)=0.
Si A= —a? Ontrouve u12 € R et 1 = po. Cependant il n’existe aucune solution f # 0
de la forme f(x) = C1eM* + xCqet™ qui respecte les conditions de bord demandées

F(0)=0et f(L)=0.

Finalement si A < —a? On trouve p19 € C et pg # p2. Ce qui donne une solution de

la forme f(z) = e** [Cl sin (\/mx) + C cos (Jmac)} car on cherche

une fonction f a valeurs réelles.

En imposant les conditions de bord demandées f(0) = 0 et f(L) = 0, on trouve
02 =0et
n
fn(z) = e** A, sin < la? + )\n\x> = e™A4,, sin (%x)
pour le spectre {)\n =— [(%)2 + a2] |n € N} )
On résoud ensuite pour la fonction g, et on trouve

gn(t) = Bpet.

Conséquement la solution générale s’écrit, en utilisant le principe de superposition,

u(x,t) = chun(az,t) avec Up(z,t) = fn(x)gn(t) et ¢, = ApBy (%)

n=1

On impose & présent la condition initiale, soit u(z,0) = 5e** sin (‘%’T:c) + 8e** sin (5%33),
ce qui implique, grace a la forme de f,(z), qu'il suffit de choisir ¢ = 5,c5 =8 et ¢, =0

pour n # 3,5 dans I'expression ().

Finalement, on trouve qu’une solution a ce probléeme est

w(z, ) = e [5 sin <3£rw> OB ] | guin (‘r’gw) e‘t[(i’f)zmﬂ



B) (a)

nm

Pour a = 0, on trouve le spectre {)\n = — ( T )2 |n € N}, les fonctions propres
fn(x) = A sin <\/|)\n]:r> = A, sin (%x) et gn(t) = Bpetn, et la solution générale

(%) w(z, 1) = 3521 cntn(z, 1) avec un(z,t) = fo(x)gn(t)-
Cependant, avec la condition initiale générale u(x,0) = ¢(z) les coefficients ¢,
doivent étre tels que

u(z,0) = i enfn(z) = i Ccp sin (%x) = ¢(x).
n=1 n=1

On trouve ces coefficients ¢, via la formule

qui est la formule des coefficients de la série Fourier en sinus de la fonction ¢(z).
Pour a > 0, on trouve le méme spectre, les mémes fonctions propres et la méme
solution générale qu’au point A).

Cependant, avec la condition initiale générale u(z,0) = ¢(x) les coefficients ¢,
doivent étre tels que

u(z,0) = i enfn(z) = i cne®” sin (%x) = ¢(x).
n=1 n=1

On ne peut pas ici appliquer directement la formule des coefficients de la série Fourier
en sinus car les fonctions propres f, ne sont pas orthogonales pour le produit scalaire
de L?(0, L). Par contre on peut multiplier par e =% 1’égalité ci-dessus et ainsi obtenir
la formule suivante pour les coefficients ¢,

2 (L /nr o
Cn = L/o sin <T$> e o(x)d.



