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Question 1

a) On paramétre C' par ¢ (t) = (¢,t) pour t € (0,1). Sa dérivée est donnée par ¢ (t) =
(1,1). Un paramétrisation de D est donnée par d (t) = (t,t?) avec ¢t € (0,1) et on a
d (t) = (1,2t). Donc

1 1 t3
/g-ds:/ (t,tQ—t)-(l,l)dt:/ t2dt =
¢ 0 0 3
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Comme l'intégrale dépend du chemin, g ne peut pas admettre de potentiel scalaire.
b) G admet un potentiel scalaire sur  si et seulement si son rotationnel est nul V (z,y, z) €

R3. On a

0yG1 = —asin 2z +y — z)

0.G1 =asin(2z+y — z2)

0,Go = [ (cos (z + y)sin (z — z) +sin (x + y) cos (z — z)) = Bsin 2z +y — 2)

0.Gay = —fsin (z +y) cos (x — 2)

0,G3 =sin (x + y)cos (x — z) + cos (x + y)sin (z — z) =sin 2z +y — 2)

0yG3 = sin (z + y) cos (x — z)

et donc
0yG3 — 0.G> (14 pB)sin (z +y) cos (z — 2)
VxG=|-0,G3+0,Gi| =| (-14+a)sin(Qe+y—=z)
0,G2 — 0yG1 (B+a)sin(2x +y — 2)
Et on voit donc que VX G =0sur 2 < a=1et § = —1. Donc G admet un potentiel
si et seulement si a = 1 et § = —1. Dans ce cas,

G (z,y,2) = (cos 2z +y — 2z),—sin (z + y)sin (z — 2z), — cos (z + y) cos (x — 2)).

Une fonction ¢ : R3 — R est un potentiel scalaire pour G si et seulement si elle satisfait

3(ﬁ:cos(Qal:—l—y—z):(:os(aﬂ—i-y)cos(au—i—z)—Sin(gu—i—y)sin(a;—z) (1)

8637
Bm = —sin (z + y) sin (z — 2) (2)
0
gqsz—cos(x—i—z)cos(x—z). (3)



En intégrant (2) par rapport & y, on trouve qu’il doit exister une fonction h : R? — R
telle que
¢ (z,y,2) =cos(x+y)sin(x — z)+ h(x,z).

En dérivant cette expression par rapport a 2 on trouve que (1) est satisfaite si 8%}1 =0
et en la dérivant par rapport & z, on trouve que (3) est satisfaite si %h = 0. Donc

o (z,y,z) :=cos (z +y)sin (z — 2)

est un potentiel pour G et tous les potentiels pour G sont de la forme ¢ (z,y,2) + C
pour une constante C € R.

Question 2

a)

Théoréme de la divergence : Soit f : R — R3 un champ vectoriel de classe C*, soit
m

Q) C R3 un domaine régulier dont le bord est 0§ = USi’ ou chaque S; est une nappe
i=1
réguliére avec bord et soit N : 9Q — R? le champ de normales unitaires extérieures a

Q. Alors
/V-de:/ f-NdS.
Q o0

Théoréme de Stokes : Soit f : R — R? un champ vectoriel de classe C', soit S une
nappe orientée réguliére de bord 95, soit N : § — R3 le champ de normales unitaires
qui donne 'orientation de S et soit (ﬁ lorientation positive de 95 par rapport a N.

Alors
VAT -NdS:/ f-de.
JiwrnNas= [

La divergence de f est V- f = —y + 0 — y = —2y. En utilisant ceci et le théoréme de la
divergence énoncé au point a, le flux de f & travers le bord du domaine €2 est donnée
par

onN Q
1—(224+(2—1)?%)
B // / 2y dy dxdz
{@2)2?+(=-1)%<1} Jo
- 1— (2% + (2= 1)%)) dadz
B
g (1= (2 + (= 177)) dwa:
{(z,2):w=p cos 0,2=1+psin,p€[0,1),0€[0,2m)}
2w
/ / 1_ Pdpde——%r/ (p p)dp
0
1 1
" <2p 4”)

Le champ normal extérieur & 2 sur Sj est donné par N (z,y,z) = (0,—1,0) et donc,
sur Sq,

0

ol 3

£ N = (0,22 +22,0) - (0,—1,0) = — (22 + 2?) :—<x2+(z—1)2+2(z—1)+1).
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Ainsi, le flux de f & travers S; dans la direction de la normale extérieure & ) est

2 1
/ f-NdS:—/ / (p2+2psin0—|—1)pdpd9
S1 0 0

1 1
— o (A2
7T<4p +2p>

Comme le flux a travers S1 U Sy = 082 est —7 et le flux a travers S est —37”, on a que
le flux a travers Sy est —% + 37" = .

1

3 3
= 2m- = ——.

0 4 2

F a un potentiel vecteur si et seulement si sa divergence est nulle.

VFZV(¢f) :¢xf1+¢yf2+¢zf3+¢v'f: —yz¢z—2y¢,

donc F admet un potentiel vecteur si et seulement si la fonction ¢ satisfait 2¢+z¢, = 0.
Avec la condition ¢ (1) = 1, on trouve que ¢ (z) = Z% et

1
F(z,y,2) = o) (—wy,xZ + 22 —yz) )

Le choix du potentiel vecteur pour F n’est pas unique : si ¢ est un potentiel vecteur
pour F, alors pour toute fonction h de classe C?, )+ Vh est aussi un potentiel vecteur
pour F. Cherchons maintenant un potentiel vecteur ¢ (z,vy, z) de la forme (¢1,0,13),
c’est-a-dire qu’il satisfait

0 0 0 0
F— (D L~ D — Y )
VA (83/1#37 821111 axl/}?n ay@bl)

Ceci implique (en utilisant les égalités sur les premiére et troisiéme composantes) qu’il
existe des fonctions « et (8 telles que

Y x [Y zy?
wg(a:,y,z):/ Fl(x,u,z)du—ka(x,z):—; udu+a(m,z):—ﬁ+a(x,z)
0 0
Y 1 Y y?
77/11(337%2):—/ Fg(x,u,z)du—l—ﬁ(:r,z)zz/ udu—i_ﬁ(xaz):%_‘_/@(x?‘z)
0 0

L’égalité sur la deuxiéme composante devient donc

22 0 0 y> 0B y> O
F = — 1 = — _— = —— R e —
2 (ZC,y,Z) 22 + az¢1 8337!)3 2,2 + ) (CL‘,Z) + 92,2 ox (337 Z)
qui se simplifie en
op oo x2
5(‘7’.72) - %(Z’,Z) = 272 + 1.
Cette égalité est satisfaite par exemple pour o (z,2) =0 et 5 (z,2) = 2 — %2 Donc un

potentiel vecteur pour F est donné par

2 2 2

Yy X Ty
= (= 42-=,0 .
¢(x7y7z) <22 z b b )

z 222

En utilisant le potentiel vecteur ¢ trouvé au point d et le théoréme de Stokes énoncé
au point b, le flux de F & travers S; pour ¢ = 1,2 est donné par

/F-NidS:/ (VAY) - N;dS= [ _ ¢-dl
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ou N; est le champ de normales unitaires extérieures a {2 sur S; et ﬁ est le bord de 0S;
parcouru dans le sens positif par rapport & N;. Or 957 = 355 et orientation positive
de 051 par rapport a Ny correspond & 'orientation négative de 052 par rapport & No.
On a donc que

/FNldS [ pede=— [ e
S1 851 852

et que le flux de F a travers S; U Sy est nul.

Le bord de S est un cercle de rayon 1 qu’on peut paramétrer par x (6) = (cos6,0,sin6 + 1)
pour 0 € [0,27) de sorte qu'il soit parcouru dans le sens positif par rapport & No. On
a x'(0) = (—sinf,0,cosf) et donc la tangente unitaire a 952 orientée dans le sens
positif par rapport & Ng est donnée par T () = x’ (9). Donc

2

/ F-NdS = ¢ dl = d)(x(g))'xl(e)dﬂ
Sa a5;

0

2m cos? 0
. 1 . _
——/O ((sm@—i— ) — ] 1) sin 6 df

La valeur de l'intégrale fa—sg 1 - dl ne dépend pas du potentiel 1 choisi.

Question 3

a) Pour u (z,t) = cos (at + fz), on a
ug (x,t) = —asin (at + Sx)
ug (2,) = —5 sin (at + )
Ugy (2,1) = cos (at + Bz)
Uggs (X,t) = 63 sin (at + Bz) .

Comme a + 32 = 0, c’est bien une solution de 'EDP.
Pour u (z,t) = sin (at + Sz), on a

ug (z,t) = accos (at + fx)
ug (x,t) = fcos (at + fx)
Uge (z,1) = — 2 sin (at + Bi)

Ugze (T,1) = —53 cos (at + fx).

Comme a + 3% = 0, c’est bien une solution de 'EDP (1).
b) On a

o0

Z [A;, cos (ant + fpx) + By sin (apt + Srx)]

n=0
oo

= Z [A,, (cos (ant) cos (Bpx) — sin (ay,t) sin (Brx))

n=0
+ By, (sin (ant) cos (Bpx) + cos (ant) sin (Bpz))]

- Z [cos (ant) (Ap cos (Bpx) + By sin (Bpx))

n=0

+ sin (ant) (By, cos (Bnx) — Ay sin (8,7))]



)

Pour trouver «,, et 3, :
e Chaque terme de la série (2) est une solution de (1) si ay, + 33 = 0.
e On utilise les conditions de bord (3) pour trouver les valeurs de o, et §,. Elles
reviennent a ¥n > 0,V¢t > 0 :
cos (apt — fpm) = cos (ant + B,m) . sin (a,t) sin (B,m) =0
sin (apt — o) = sin (apt + Bpm) cos (apt) sin (Bym) = 0.
Donc sin (3,7) = 0 pour tout n > 0 <= 3, = n et donc ay, = —n>.
Pour trouver A, et B, on utilise la condition initiale (4) :

e Comme la donnée u (z,0) est une fonction impaire, on a A, = 0 pour tout n > 0.
e Pourn >0

1 /" 2 [T

B, = / u (y,0)sin (ny) dy = / sin (ny) dy
™ J_x m™Jo

0 si n est pair

:2(1—cos(mr)):{4

nm — sin est impair
nm

et de la méme maniére, By = 0.
Au final,

o0
u(z,t) ~ % Z % sin (—8n’t + 2nx)
n=1

i) Oui si f (z) est dans L? (—m,7) car I'ensemble {sinnz,cosnz} est complet dans
L? (—7,7) puisque ses éléments sont des fonctions propres du probléme auto-

adjoint d22y = —M\y avec les conditions de bord périodiques y (—7) = y (7) et
y (=m) =y (7).
ii) A) limy oo (Snf) (=3) = £ (=3) =0
B) limy o0 (Snf) (3) = (%) =3
C) limy o0 (Svf) (0) = 5 (f (07) + £ (07)) = 5 (=1 +0) = —3.
D) limy—oo (SN f) () = ( (1) + f (=) = T3+
)

7 (S f) @) de = IS5 fIF —= 712 = J§ (o= 1P do = (5 —o® +2)[]
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